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A N A L I T I C H E

LIBR o se Co ND o V

Del Calcolo Differenziale.
N º A

'Analiſi delle quantità infinitamente piccole 9.

che in altro modo Calcolo Differenziale, o

Calcolo delle Fluſſioni ſuole chiamarſi , è

quella, che verſa intorno alle differenze delle

quantità variabili, di qualunque ordine ſieno eſſe diffe

renze. Queſto calcolo contiene i Metodi delle Tangen

ti ; de Maſſimi, e Minimi; de Fleſſi contrari, e Re

greſſi delle Curve ; de Raggi Oſculatori ec., e però

dividendo in più Capi tutta la Materia ſia.. -

A 2 CAPO
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C A P O I.

Dell Idea de Differenziali di diverſi ordini,

e del Calcolo de medeſimi .

I , Col nome di quantità variabili ſi vogliono

ſignificare quelle, che ſono capaci di aumento, e di

decremento, e ſi concepiſcono come fluenti, e per così

dire, generate da un moto continuo . 2 :

S'intenda ( Fig. 1. ) la retta ABC, generata dal

moto del punto A, prodotta in infinito, ſopra cui inſi

ſta, facendo un qualunque angolo, l'altra retta B D,

e ſuppongaſi, che mentre il punto B giungne da B in

C, ſeco portando la linea B D ſempre a ſe ſteſſa paral

lela da BD in CE, il punto D traſcorra lo ſpazio FE

con tal legge, che deſcriva la curva ADE ; egli è

chiaro, che l'aſſiſe AB, AC, ſiccome l'ordinate B D,

CE, e gl'archi AD, AE faranno quantità continua

mente creſcenti, e decreſcenti, e però variabili.

2. Quantità coſtanti ſono quelle, che nè creſco

no, nè calano, ma ſi concepiſcono per determinate,

ed invariabili , come i Parametri, gl' Aſſi, o Dia

metri ec. -

Le coſtanti ſi denominano colle prime lettere dell'

Alfa
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Alfabeto , e le variabili colle ultime in quella guiſa -,

che ſi è fatto nell'Algebra Carteſiana riſpetto alle quan

tità note, ed incognite.

3. Si chiama differenza, o fluſſione di una quantità

variabile quella porzione infiniteſima, cioè tanto picco

la, che ad eſſa variabile abbia proporzione minore di

qualunque data, e per cui creſcendo, o diminuendoſi

la medeſima variabile, poſſa ciò non oſtante aſſumerſi

per la ſteſſa di prima. -

Sia ( Fig. 2. , e 3. ) la curva A M, il di cui aſſe,

o diametro AP; e ſi prenda nella A P prodotta una .

porzione infiniteſima Pp, ſarà eſſa la differenza, o ſia

la fuſione dell'aſfiſſà AP, e ſi potranno conſiderare ,

per eguali le due AP, Ap, non eſſendovi proporzione

tra la quantità finita A P, e la porzione infiniteſima .

Pp. Da punti P, p ſi alzino le due ordinate paralle

le PM, pm in qualunque angolo, e ſi tiri la corda .

m M prodotta in B, e la retta MR parallela ad AP;

poichè ſono ſimili i due triangoli BPM, MRm, ſarà,

B P, PM:: MR, Rm, ma le due quantità B P, PM

ſono finite, ed M R è infiniteſima, adunque ſarà pure

infiniteſima la Rm, e però ſarà eſſa la differenza dell'

ordinata PM; per la ſteſſa ragione ſarà infinitamente ,

piccola la corda Mm, ma ( come dimoſtrerò in ap

preſſo) la corda Mm non ſi diſtingue dall'archetto, e

ſi può prendere indifferentemente l'uno per l'altra .,

adun
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adunque ſarà l'archetto Mm quantità infiniteſima, e

però la differenza dell'arco A M della curva. Da ciò

chiaramente ſi vede, che anco lo ſpazio PMm p, chiu

ſo dalle due ordinate PM, pm, dalla infiniteſima Pp,

e dall'archetto infiniteſimo Mm, ſarà la differenza dell'

area AMP compreſa fra le due coordinate AP, PM,

e la curva A M; e condotte le due corde AM, Am,

ſarà il triangolo miſtilineo MAm la differenza del ſeg

mento AMS chiuſo dalla corda AM, e dalla cur

va A S M . -

4. La Caratteriſtica, con cui ſoglionſi eſprimere

le differenze, è la lettera d , quindi poſta l'aſſiſſà .

A P=x, ſarà Pp, o MR = dx ; e ſimilmente poſta -

l'ordinata PM = y, ſarà Rm = dy, e poſto l'arco di

curva ASM=s, lo ſpazio A PMS=t, il ſegmento

A MS=u, ſarà Mm = ds , PMm pizdt, A Mm =du ,

e tutte queſte ſono differenze prime, o fluſſioni del

primo ordine. -

E ſi avverta , che le predette differenze ſi ſcrivono

col ſegno poſitivo, ſe per eſſe creſcano le variabili lo

ro, e col negativo ſe le variabili calino . Così nella .

curva NE C ( Fig. 4. ) eſſendo AB = x , BF = dx,

BCE , ſarà D C=–dy, differenza negativa della y.

Che queſte tali quantità differenziali non ſieno va

ne immaginazioni, oltre di che egli è manifeſto dal

metodo degl' Antichi de Poligoni inſcritti, e circo

- fcritti,



ANALITICHE Lii3. ! ! ! 435

ſcritti, ſi può chiaramente vedere dal ſolo idearſi, che

l'ordinata MN ( Fig. 4. ) ſi vada continovamente ac

coſtando alla BC, finchè con eſſa coincida; ora egli è

chiaro, che prima, che queſte due linee coincidano,

averanno tra loro una diſtanza, ed una differenza .

inaſſegnabile, cioè minore di qualunque quantità data;

in tale poſizione fieno BC, FE, adunque BF, CD

“ſaranno quantità minori di qualunque data, e però in

aſſegnabili, o ſia differenze, o fuſioni.

Anzi con la ſola comun Geometria è ſicuro , che

non ſolo queſte , ma altre quantità minime di claſſi

infinite entrano realmente a formare l'eſtenſione geo

metrica. Si danno in geometria le quantità incommen

furabili, ed infinite di genere, come è noto a Geo

metri, ed agl'Analiſti, dunque ſi danno le grandezze

infiniteſime di vari ordini. -

Ed infatti ſia a cagion d'eſempio (Fig. 5.) AB il lato,

ed AC il diametro d'un quadrato, le quali due linee per

l'ultima propoſizione del libro Io. di Euclide ſono fra lo

ro aſimmetre, vale a dire incommenſurabili. Dico per

tanto : che non ſono eſſe reſe tali da una qual ſi ſia .

finita lineeta CE, per quanto piccola eſſa ſi prenda . ,

ma bensì da un'altra infinitamente minore, cioè della

claſſe delle infiniteſime. -

Fingaſi, che la linea EC finita renda, s'egli è

poſſibile, le due AB, 40 aſimmetre; in conſeguenza

- la

-
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la reſtante A F ſarà commenſurabile al lato A B . Sia

la retta F comune loro miſura, la quale non può mai

eſſere eguale alla EC, altrimenti ſarebbero commenſu

rabili il lato, ed il diametro; ſarà adunque, o mag

giore, o minore. -

Nel primo caſo ſi ſottragga F da EC, quante vol

te ſi può, ed il reſiduo ſia Gc. E perchè F miſura -

AB, AE, ed anco EG, le due rette AB, AG ave»

ranno fra loro una proporzione razionale, conſeguente

mente non era la grandezza EC, che faceſſe incom

menſurabili le AB, AC, ma una quantità più piccola,

per eſempio la GC, la quale però è finita, eſſendoſi

dalla finita E C ſottratta una , o più fiate la finita F.

Dividaſi F per metà, ed indi ancora per metà ſino a

tanto, che ſi venga ad una parte aliquota di F minore

di GC, e levata queſta da GC, reſterà HC, la qua

le , replicato il diſcorſo, non è quella che rende in

commenſurabili le linee A B, AC; ed atteſo che il ra

ziocinio vale per qual ſi ſia grandezza finita, ſi con

chiuda, che la incommenſurabilità procede da una .

quantità inaſſegnabile minore di qualunque data, lo che

ſi verifica parimente nell'altro caſo, mentre cioè ſia la

comune miſura F maggiore di EC, il che ec.

Dopo di ciò vado avanti, e dico, che i quadrati

ſopra le rette AB, AC, i quali ſi riſpondono come ,

l'unità al binario, non oſtante, che i lati ſieno irra

zionali,
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zionali, ſono però commenſurabili, e fatti tali da una

quantità infiniteſima del ſecondo ordine . Eſpoſti

(Fig. 6. ) i due quadrati AB, AC, ſegno le due quan

tità eguali, ed infiniteſime, che rendono aſimmetri i

lati AD, AG, AI, AH, e ſieno queſte E D, FI,

e compiuta la preparazione ( come nella Figura ) ſi

noti , che i due rettangoli D K , IK ſono incom

menſurabili al quadrato AB, e la ragione ſi è , perchè

ſono compreſi dalle rette E K, FK commenſurabili alle

due AG, GB, e di più dalle linee minime, ed inaſ

ſegnabili ED, FI, che ſono quelle, dalle quali naſce

l'aſimmetria de lati AD, AG, AI, A H. Aggiunto

però a ſuddetti rettangoli il quadrato AK, averemo

il gnomone compoſto delle tre accennate grandezze ,

aſimmetro al quadrato A B; ma l'intiero quadrato A C

ſta all'altro AB in razional proporzione, dunque il qua

drato AC è reſo tale dal quadrato infiniteſimo KC,

quantità del ſecondo ordine, per la quale ſupera il ſud

detto gnomone aſimmetro.

Noto, che i cubi ſopra le linee AI, A H ſono in

commenſurabili, tutto che ſieno razionali le loro baſi,

e ſi può facilmente provare, che ſono ridotti tali da .

una grandezza inaſſegnabile del terzo ordine, ed in tal

guiſa col diſcorſo di mano in mano ſi proceda.

5. In quella guiſa che le differenze prime non .

anno proporzione aſſegnabile alle quantità finite, così

Tom. II. B le
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le differenze ſeconde, o fluſſioni del ſecondo ordine -

non ànno proporzione aſſegnabile alle differenze pri

me, e ſono di eſſe infinitamente minori per modo,

che due quantità infiniteſime del primo ordine, ma -

che differiſcono tra loro d'una differenza ſeconda, poſ

ſono aſſumerſi per eguali. Lo ſteſſo ſi dica delle diffe

renze terze riſpetto alle ſeconde, e così di mano in

IT10.IlO e

Le differenze ſeconde ſi ſogliono marcare con .

doppia d, le terze con trè d ec. La differenza adunque

di dx , cioè la differenza ſeconda di x ſi ſcriverà da e,

o pure di x, nel che ſi avverta, non eſſere lo ſteſſo

d” e, e dx º , perchè il primo ſignifica, come è detto,

la differenza ſeconda di x, ed il ſecondo ſignifica il

quadrato di dx ; la differenza terza ſarà dida, o pure

d'x ec. Così ddy ſarà la differenza di dy, cioè la dif

ferenza ſeconda di y ec.

Ma per formare giuſta idea delle ſeconde, terze ec.

differenze ſaranno opportuni i ſeguenti Teoremi.

T E O R E M A I.

6. Sia una qualunque curva MBC, ( Fig. 7. ) ed

una porzione di eſſa BC infiniteſima del primo ordine.

Da punti B, C ſi conducano perpendicolari alla curva

le rette BA, CA. Dico: che le rette BA, CA ſi

potranno aſſumere per eguali. -

Si
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Si conducano le tangenti B D, CD, e la corda .

BC. Se le due BA, CA non ſono eguali, ſia quella,

che ſi vuole di loro, come CA, maggiore dell'altra,

e ad eſſa ſi conduca perpendicolare la B H . La diffe

renza fra le linee BA, CA ſarà minore dell'intercet

ta CH, per l'angolo retto in H, e CH minore della

corda BC, ma la corda BC è infiniteſima del primo

ordine, eſſendoſi ſuppoſto infiniteſimo l'arco; adunque

la differenza tra BA, e CA almeno non ſarà maggio

re di una quantità infiniteſima del primo ordine, e pe.

rò le rette BA, CA potranno aſſumerſi per eguali -

C O R O L L A R I C I.

Adunque il triangolo BAC ſarà iſoſcele, e però

gl'angoli ABC, ACB alla baſe eguali tra loro, e ſot

tratti queſti da retti ABD, ACD , rimarranno eguali

i due B CD, DBC, e per conſeguenza anche eguali

le due tangenti BD, CD .

C O R O L L A R I O I I.

Condotta la retta DA, eſſendo ſimili, ed eguali

i due triangoli ADB, ADc, taglierà eſſa in due parti

eguali gl'angoli BAC, B DC; e perchè vengono pure

ad eſſere ſimili, ed eguali i due triangoli A EB, AEC,

ſarà la ſteſſa AD normale a BC, e la dividerà egual

mente in E. -

B 2 COROL
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C o R o L LA R I o III.

Ed eſſendo ſimili i due triangoli D AC, E DC,

ſarà l'angolo DCE eguale all'angolo DAC, ed i due

angoli D CE, DBE preſi aſſieme eguali all'angolo

B A C.

C O R O L L A R I O I V.

Da ciò ſi raccoglie , che un arco qualunque infini

teſimo BC di qualſivoglia curva avrà le ſteſſe affezioni,

e proprietà dell'arco di circolo deſcritto col centro A,

e raggio AB, o A C.

C O R O L L A R I O V.

Eſſendo ſimili i due triangoli AEB, BED, ave

remo AE, E B :: EB, ED ; ma AE è linea finita ,

ed EB infiniteſima del primo grado, dunque ED ſarà

–º

infiniteſima del ſecondo, e ſarà il ſuo valore = E B .

2 E

Ma il rettangolo ſotto la doppia AE in EI è eguale ,

( per la proprietà del circolo ) al quadrato EB ; dun

que EB = 2 AE X E I = AE X E D, e per conſeguen

za 2A E, AE :: E D, E I; ma il primo termine dell'

analogia è doppio del ſecondo, dunque anco il terzo

del
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del quarto, e conſeguentemente ſaranno eguali le due

linee del ſecondo ordine IE, ID .

C O R O L L A R I O V I.

E perchè la differenza tra la ſemicorda BE, e la

toccante B D è una quantità minima del terzo grado;

concioſiacchè, condotto dal centro B, coll'intervallo 8 E

l'arco di cerchio EL, grandezza della ſeconda claſſe,

la quale con il ſuo ſeno ſi confonde, ſaranno ſimili i

due triangoli B DE, E DL, che oltre gl'angoli retti

in E, ed L, anno l'angolo comune in D, dunque ,

B D, DE :: ED, DL; ma BD è fluſſione prima, e ,

D E ſeconda ( per l'antecedente Corollario ) dunque

DL ſarà una terza fluſſione. Quindi eſſendo l'arco B I

della curva maggiore della ſemicorda BE , e minore

della tangente BD, non può differire dall' una, e dall'

altra ſe non per una grandezza al più del terzo ordine:

T E O R E M A II.

7. Sia una qualunque curva DAE, (Fig. 8., e 9. )

nel di cui aſſe preſe due porzioni infiniteſime del primo

ordine, ed eguali HI, IM, ſi conducano le ordinate pa

rallele HA, IB, ME, le quali taglieranno nella data

curva gl'archetti AB, B E parimente infiniteſimi del pri

mo ordine. Si conduca la corda ABC, la quale concorra

- nel



4 42 INSTITUZIONI

nel punto C con l'ordinata ME prodotta, ſe occorre

Dico: che l'intercetta CE tra la curva, e la corda A B

prodotta ſarà infiniteſima del ſecondo ordine.

Si conduca la corda AE. Se la retta IM foſſe quantità

aſſegnabile finita, anco il triangolo A CE ſarebbe finito ;

ma accoſtandoſi ſempre alla ordinata HA la ME in ma

niera, che la IM divenga pure fluſſione, o ſia infini

teſima del primo ordine, l'angolo ACE rimane ſem

pre lo ſteſſo, e l'angolo AEC ſi accreſce, facendoſi

ſempre minore l'angolo CAE, fino a che divenga final

mente minore di un qualunque dato, cioè ſi faccia -

infiniteſimo. In queſto caſo, ſiccome il ſeno di un'an

golo infiniteſimo del primo ordine col raggio finito aſſe

gnabile è quantità infiniteſima del primo ordine, così

il ſeno dell'angolo CAE infiniteſimo del primo ordine

nel raggio AE, o AC infiniteſimo del primo ordine ,

ſarà quantità infiniteſima del ſecondo ordine; ma ne

triangoli i lati ſono proporzionali ai ſeni degl'angoli op

poſti, adunque anche la retta CE ſarà infiniteſima del

ſecondo ordine .

Chiamate per tanto le D H = e , HA = y,

HI = IM = dx, ſarà FB = GC = dy, ed EC=– ddy,

prefiggendo il ſegno negativo, perchè per eſſa cala, e

non creſce la dy, ( Fig. 8. ) e così all'oppoſto averà il

ſegno poſitivo, ſe per eſſa creſca la dy, cioè ſe la cur

va ſia conveſſa in quel punto all'aſſe D M. (Fig. 9. )

COROL
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C O R O L L A R I O .

Se dal punto E ſi conduca alla B C la normale

ES, ſaranno pure ES, CS fluſſioni del ſecondo ordi

ne, imperciocchè ciaſcuna minore di EC,

T E O R E M A III.

8. Se nel circolo ſi prenda un'arco infiniteſimo

del primo ordine ; dico che il ſeno verſo ſarà quantità

infiniteſima del ſecondo, e la differenza fra il ſeno retto,

e la tangente ſarà infiniteſima del terzo.

Sia l'arco DC (Fig. 1o. ) infiniteſimo del primo

ordine, DB il ſeno retto, CE la tangente, e ſi con

duca D F parallela ad AC. Per la natura del circolo

ſi à GB, B D :: BD, BC; ma GB è quantità finita,

e B D infiniteſima del primo ordine, adunque ſiccome

GB è infinitamente maggiore di B D, così ſarà B D

infinitamente maggiore di BC, e però BC , o ſia .

D F infiniteſima del ſecondo ordine . Per la ſimili

tudine de triangoli ABD, DFE, ſarà A B, BD:: DF,

FE; ma AB quantità finita è infinitamente maggiore

di B D infiniteſima del primo ordine, adunque D F in

finiteſima del ſecondo ordine ſarà infinitamente maggio

re di FE; e però FE fluſſione del terzo.

COROL
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C O R O L L A R I O I.

9. E poichè la tangente è ſempre maggiore dell'

arco, l'arco della corda, e la corda del ſeno retto ;

potendoſi aſſumere per eguali la tangente, ed il ſeno

retto, giacchè non differiſcono ſe non per una infini

teſima del terzo, ſi potranno anco aſſumere per egua

li la tangente, l'arco, la corda, ed il ſeno retto.

C O R O L L A R I O II.

1o. Se s'immagineremo, che il raggio del circo

lo ſia AN infiniteſimo del primo ordine, ſarà l'arco

NO, ed il ſeno O M infiniteſimo del ſecondo, e però

il ſeno verſo MN infiniteſimo del terzo.

C O R O L L A R I O I I I.

11. Sieno nell'aſſe D-M (Fig. 1 I., e 12. ) due -

differenze prime, ed eguali HI, IM, alle quali cor

riſpondono i due archi infiniteſimi di curva AB, BE,

e ſi tirino le due corde BE, A B, e queſta prodotta .

incontri in C l'ordinata ME parimenti prodotta, ſe fa

d'uopo. Si tiri ES perpendicolare a BC, e col centro

B, raggio BE l'arco EO. Per il Corollario del Teorema

II., CS è infiniteſima del ſecondo grado, e per l'ante

cedente, OS è infiniteſima del terzo, dunque CO è

infini
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infiniteſima del ſecondo, perchè l'infiniteſima del ter

zo aggiunta, o ſottratta dall' infiniteſima del ſecondo

non fa alcuna alterazione; ma eſſendo HI= IM, o ſia

AF= BG, per i triangoli ſimili, ed eguali A FB, BGC,

è anco AB = BC, ma gl'archi poſſono aſſumerſi eguali

alle corde, dunque CO ſarà la differenza de due ar

chi A B, BE, e però ſe ſia la curva DA= s , ſarà

AB=BC=ds, CO=–dds col ſegno negativo, perchè

A B và calando, eſſendo B E minore di AB nella Fig. 1 I.,

ed all'oppoſto col ſegno poſitivo nella Fig. 12.

S C O L I O .

-

12. Nel determinare le ſeconde differenze dell'

ordinata, e dell'arco della curva 6 ſuppoſto , e nel

Teorema II., ed in queſt'ultimo Corollario, che le ,

HI, IM ſieno eguali, vale a dire, che la differenza .

prima dell'aſſiſſà non ſi alteri giammai, ma rimanga .

coſtante, nel qual caſo la differenza ſeconda dell'aſſiſſà

è nulla, cioè chiamata x l'aſſiſſà, dx la prima differen

za, è dax = o . - - -

Si fanno però due altre ſuppoſizioni ancora, cioè”

l'una, che ſia coſtante la differenza prima dell'ordinata,

e variabile quella dell'aſfiſſà, e della curva; l'altra, che

ſia coſtante la differenza prima della curva, e variabile

quella dell'aſfiſſa, e dell' ordinata.

Ma dalle premeſſe coſe è facile il paſſaggio a .

Tom. II. - c queſt'
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queſt'altre due ipoteſi. Ritenuto ciò, ch'è ſtato detto di

ſopra, ſia (Fig. 13, e 14 ) B F= EG, cioè coſtante la

fluſſione dell'ordinata, ſi conduca EP parallela a BG, e

PTperpendicolare, ſarà dunque BF= PT, quindi AF= BT,

A B= BP, e però GT, o ſia EP la differenza tra HI, ed

I M; e deſcritto col centro B, intervallo B E, l'arco E O,

ſarà P O la differenza tra l'arco AB, e l'arco B E,

potendoſi aſſumere le corde per gl'archi infiniteſimi.

Ma, per i triangoli ſimili BTP, CEP, avremo PT,

TB :: CE, E P; PT, P B :: CE, CP ; e PT, TB,

BP ſono fluſſieni prime, e CE fluſſione ſeconda, dun

que ſaranno EP, CP, e molto più O P fluſſioni ſecon

de, onde ſe ſia D H=x, DA=s, ſarà TG = PE =

ddx, PO= dds nella Fig. 13., è PE =–ddx, PO=– dds

nella Fig. 14, e ddy=o. . - -

Sia coſtante il differenziale primo della curva, cioè

A B= BE. Dal punto O ſi abbaſſi O N parallela a T P.

Poichè per la ſuppoſizione è ABE B E= BO, ſarà anco

A F - BN, adunque VE, o ſia NG è la differenza ,

tra H I, ed IM; ma ſarà anco FB= NO, dunque VO

è la differenza tra B F, ed EG . Ma egli è chiaro, che

eſſendo fluſſione del ſecondo ordine EC, lo ſono pure

E V, ed VO; dunque ſe ſia D H=x, HA=y, ſarà

N G=ddx, OV=- ddy nella Fig. 13., ed NGE–ddx,

O V = ddy nella Fig. I 4 , C dds = o .

-

- rende

La ſuppoſizione di una prima fuſione coſtante.
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rende più brevi e facili i calcoli , come ſi vedrà nel

farne uſo ; in vari incontri però, a fine di maggiore ,

univerſalità, ſi procede dalle prime alle ſeconde diffe

renze, ſenza fare la ſuppoſizione di alcuna prima fluſ

ſione coſtante, ed è facile il determinarle.

Siano (Fig. 15., e 16.) HI, IM fluſſioni prime.

dell'aſſiſſa D H, ma non eguali, e la differenza tra .

loro ſia ML, fluſſione ſeconda, e fatto il rimanente ,

come ſopra, ſi tiri l'ordinata LN, e la E i parallela .

a BG. Eſſendo adunque LM la differenza di HI, farà

HI=IL, cioè AF= BR, e però ſimili, ed eguali i

triangoli ABF, BRN, ed in conſeguenza B F=NR ;

dunque Ni ſarà la differenza tra BF, ed EG, cioè la

differenza di B F, o ſia la differenza ſeconda di A H .

Similmente ſarà A B = B N , dunque NO ſarà la .

differenza tra l'arco AB, e l'arco BE; e però la diffe

renza dell'arco AB, o ſia la differenza ſeconda dell'

arco D A, poichè egli è chiaro, che ſono Ni, NO

fluſſioni del ſecondo grado. Lo ſteſſo diſcorſo vale, ſe

in luogo di ſupporſi IM maggiore di HI di un diffe

renziale ſecondo, ſi ſupponga minore. - -

13. Avvertirò, che le determinazioni fiſſate non . -

racchiudono condizione alcuna intorno all'angolo delle

coordinate, ſebbene nelle Figure moſtra di eſſer retto,

ma nulla meno ſi deducono, qualunque ſiaſi eſſo angolo.

C 2 LEM
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L E M M A.

14. Gl'angoli rettilinei ſono tra loro nella ragione

diretta degl'archi, e nell'inverſa de raggi. -

Sieno i due angoli (Fig. 17. ) EAB, FAC. Pro

dotta AE in D, per la ſimilitudine de ſettori A BE,

ACD, ſarà AB, BE:: AC, CD, e però CD=BEX AC.

- A B

Ma l'angolo EAB, o ſia DAC, è all'angolo FAc, co

me CD a CF; dunque l'angolo EAB ſarà all'angolo

FA C, come BEXAC a CF, cioè come BE a CF.

A R . - A E ATG

- T E O R E M A I V.

15. Preſo l'arco CF (Fig. 18.) infiniteſimo del

primo grado della curva ACF qualunque, e condotte

le perpendicolari CI, FI alla curva, ſe col centro I,

intervallo IF, ſi deſcriverà l'arco di circolo FS, dico:

che egli caderà tutto al di dentro della curva A CF ver

ſo c, e l'intercetta CS ſarà quantità infiniteſima del

terzo grado.

Sulla curva AQR s'intenda condotto un filo, il

quale eſſendo fiſſo al diſotto nel punto R, e preſo nel

punto A, ſi vada ſcoſtando dalla curva, ma in modo,

che ſia ſempre teſo, onde il punto A deſcriva la curva

A CF. Eſſendo il filo nella poſizione CO, ſarà tangen
-

º

te e
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te della curva nel punto Q; e nella poſizione FR, che

intendo infinitamente proſſima alla C Q, ſarà tangente

in R, e prodotta Cg incontrerà FR in I. Poichè, per

la generazione della curva ACF, la retta Q C è eguale alla

curva Q A, e la retta RF alla curva R QA, e le due tan

genti infiniteſime Q I, RI ſono aſſieme maggiori dell'ele

mento Q R; ſaranno anco CI, IR preſe aſſieme maggiori

della curva R QA, o ſia della retta FR, dunque tolta

la comune IR, ſarà IC maggiore di IF, ed il circolo

FS, deſcritto col centro I, intervallo IF, caderà den

tro la curva. Ma per il I., e III. Teorema le due,

tangenti QI, RI non ſuperano l'arco QR, che per

una fluſſione terza, dunque la curva AQ aſſieme con

le rette QI, IR ſupera della ſteſſa quantità la curva .

AQR, cioè la retta FR ; e detratta la comune IR,

ſarà AQ con QI, cioè IC maggiore di IF per una,

infiniteſima del terzo ordine.

C O R O LL A R 1 o.

16. Adunque ſi potrà conſiderare l'arco di circo

lo FS, come ſe ſi confondeſſe con l'arco di curva .

FC; e potrà prenderſi indifferentemente l'uno per l'al

tro, e la tangente RF ſarà perpendicolare alla curva

A CF nel punto F, e QC nel punto C.

La curva AQR ſi chiama l'Evoluta, ACF la Ge

ntrata dell'evoluta, cioè nata dallo ſcioglimento del

. filo
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filo della A QR; ed il circolo FS, del centro I, raggio

I F, il Circolo Oſculatore. -

T E O R E M A V.

17. Se alla curva DABE (Fig. 1 1., e 12.) ne punti

infinitamente proſſimi A, B, E, cioè eſſendo gl'archetti

A B, BE infiniteſimi primi, ſi conducano le perpendico

lari Q A, Q B, ed N E, la quale incontri la B Q nel pun

to N. Dico : che gl' angoli A QB, B NE potranno

aſſumerſi per eguali. -

Per l'antecedente Lemma, l'angolo AQ B ſtà all'

angolo BNE, come AB ad EB, cioè come AB XBN

- AQ B N -

ad E B X A Q , ma il rettangolo E B X AQ non è mi

nore del rettangolo A B X B N, ſe non per il rettan

golo BE X QN, e per il rettangolo di B N nella diffe

renza degl'archetti A B, B E ; ed eſſendo QN, BE

quantità infiniteſime del primo grado, ſarà il rettango

lo da eſſe fatto quantità infiniteſima del ſecondo, ſicco

me eſſendo la differenza degl'archetti AB, B E infini

teſima del ſecondo, ſarà pure il rettangolo di queſta .

in B N quantità infiniteſima del ſecondo, adunque i due

rettangoli AB XBN, EB X A Q non ſono diverſi, ſe

non per due rettangoli infiniteſimi del ſecondo grado;

adunque poſſono prenderſi per eguali, ed in conſe

guenza anco gl'angoli A QB, B NE ,

COROL
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C O R O L L A R I O I.

18. Si conduca PB R tangente nel punto B ; que

ſta dividerà in due egualmente l'angolo CBE fauto

dalle due corde A B C, e BE ; imperciocchè eſſendo

( Corollario III. Teorema I. ) l'angolo B Q A doppio

dell'angolo PBA, a cui è eguale l'angolo CB R , an

che l'angolo B NE ſarà doppio dell'angolo CBR ; ma,

per lo ſteſſo Corollario, l'angolo BNE è doppio pure

dell'angolo RBE, adunque ſono eguali gli angoli CBR,
R BE . -

-

C O R O L L A R I O I I.

19. Sarà adinque l'angolo cBE eguale all'ango

lo B NE, e quindi il ſettore BNE ſimile al ſettore -

E B O . -

-

T E O R E M A vI.

2o. Se in due circoli, i diametri de quali ſi ec

cedano d'un infiniteſima prima, ſi prenderanno due ,

ſeni retti eguali, ed infiniteſimi del primo grado; la .

differenza dei ſeni verſi ſarà infiniteſima del terzo .

Sieno i due circoli ABC, PFH, (Fig. 19. ) i ſe

ni retti infiniteſimi del primo grado, ed eguali fieno

B E, FG, i ſeni verſi EC, GH . Si tirino le cor

de
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de AB, BC. Eſſendo il ſeno B E , e però l'arco BC

fluſſione prima, ſarà l'angolo B MC infiniteſimo del

primo ordine, e però anche l'angolo BAC, che ne è

la metà, e l'angolo E Bc, che a quello è eguale.

adunque poichè l'angolo EBC, ed i lati EB, Bc ſono

infiniteſimi primi, ſarà il ſeno verſo Ec infiniteſimo
ſecondo. - .

Lo ſteſſo vale del ſeno verſo GH . Ma il ſeno

verſo Ec (per la proprietà del circolo) ſi trova eſſere

– EF, ed il ſeno verſo GH = dF = EF, dunque ,

A E - PG PG

avremo l'analogia EC, GH :: PG, AE; ma PG

quantità finita ſupera AE quantità finita d'una quantità

infiniteſima riſpetto a ſe, cioè del primo ordine, per

l'ipoteſi, dunque EC quantità infiniteſima del ſecondo

ordine ſupererà GH infiniteſima del ſecondo, d'una .

quantità infiniteſima riſpetto a ſe, cioè del terzo.

T E O R E M A VI I.

21. Sia la curva B E G ( Fig. 2o., e 21. ) riferita

al fuoco, cioè tale, che le ordinate tutte ſi partano da

un punto dato, che ſi chiama il fuoco, e ſia A, da cui

ſi conducano tre ordinate infinitamente proſſime AB,

AE, AG, le quali comprendano i due archetti infini

teſimi del primo grado BE, EG , e ſi tiri la cor

- - da
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da BE, la quale prodotta incontri in L l'ordinata A G

pure prodotta, ſe fa biſogno. Col centro A ſi deſcri

vano gl'archi BC, EF, e ſieno B M, EN i loro ſeni

retti; indi ſi faccia l'angolo NEP eguale all'angolo

MBE, dico: che l'intercetta GP ſarà differenza infi

niteſima del ſecondo ordine dell'ordinata AB .

Si tiri la corda EG . Poichè gl'angoli MBE,

NEP ſono eguali per la coſtruzione, e gl'angoli in .

M, ed N ſono retti , ſaranno ſimili i triangoli EBM,

PEN; quindi preſo per coſtante il ſeno B M, cioè

ſuppoſto eguale ad EN, i predetti triangoli ſaranno in

oltre eguali , e però ſarà ME = NP . Ma ſuppoſto

B M = EN, per l'antecedente teorema, la differenza .

de feni verſi MC, NF è infiniteſima riſpetto a loro,

dunque ſaranno anco eguali le CE, FP, e però GP

ſarà la differenza tra CE, ed FG . Ma condotte per

pendicolari alla curva ne' punti E, G le rette E Q ,

g G, l'angolo LE G è eguale all'angolo EQ G per il

Corollario II. del Teorema V., (il quale ſi verifica, o

ſia la curva riferita all'aſſe, o ſia riferita al fuoco) e

l'angolo E QG è infinitamente piccolo, dunque ſarà in

finitamente piccolo anche l'angolo LE G ; e perchè

ſono infiniteſime del primo ordine le rette. E G , EL,

ſarà GL infiniteſima del ſecondo, e molto più GP

riſpetto alla Fig. 2o.

Per il Corollario I. del Teorema III. il ſeno BM

Tom. II. D è
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è eguale all'arco B c; dunque, preſo per coſtante in

luogo del ſeno l'arco, e chiamato eſſo - dx, A BEy,

CE= dy, ſarà GP=–ddy. E deſcritto col centro E,

intervallo EG l'arco GV , ſarà l' P = – dds, ſe ſia

B E = ds . -

C O R O L L A R I O.

22. L'angolo LEP ſarà eguale all'angolo EA G ;

imperciocchè l'angolo EPA , per la coſtruzione , è

eguale all'angolo B E A, ma EPA eſterno è eguale ai

due interni L, ed L E P; e l'altro BEA eguale ai due

L , ed E AG, dunque tolto il comune L, rimarranno

eguali i due LEP, EAG. E perchè ciò ſi verifica, o

ſia la curva concava al punto A, ( Fig. 2o. ) o ſia con

veſſa, (Fig. 21.) come è facile a vedere, ſarà nella .

ſteſſa Fig. 21. infiniteſimo l'angolo LEP, e quindi in

finiteſima del ſecondo ordine la L P, ma ſi è veduto,

che GL è pure infiniteſima del ſecondo, dunque lo farà

anche tutta la GP, che ſarà - di e col centro E,

intervallo EG deſcritto l'arco GV, ſarà PV= dds.

Facendo l'ipoteſi della dy coſtante, col centro A,

intervallo AG ſi deſcriva l'arco GT , e dal punto

T ſi tiri la retta To A. Poichè FG = Ec , per

l'ipoteſi, ſarà il triangolo TE O ſimile, ed eguale al

triangolo E B C, e però B C = E O, e BE=ET ; dun

- - - que

-
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que O F = ddx , e TV = dds nella Fig. 2o. ; ma .

OF = – ddx , e TV = – dds nella Fig. 21.

Preſa ds coſtante, ſi conduca la retta VR A, ſarà

E G = EV=BE, e però ſimili, ed eguali i triangoli

vE BC, EVR, adunque BC= E R, CE = R V ; onde ,

RF= ddx, VI=– ddy nella Fig. 2o., ma R F= – ddx,

VI = ddy nella Fig. 21.

Che ſe non ſi prenda alcuna prima fluſſione co

ſtante: ſia EF maggiore di BC (Fig. 22., e 23.) per

la fluſſione ſeconda R F; ſi conduca la retta ART; col

centro A, intervallo A G l'arco GT; e col centro E,

intervallo E G l'arco GV. Poichè dunque Bc = ER,

ſarà anco CE= RI, e B E= E I, adunque TI ſarà la .

differenza tra CE, ed FG, ed VI la differenza tra .

BE, ed EG .

s C o L 1 O.

23. Non ſarà fuor di propoſito il prevenire una .

difficoltà, che mi potrebbe eſſer moſſa. Ella è, che .

nel Teorema antecedente ſi aſſumono per eguali le .

CE, FP in virtù però del Teorema VI. , ed il Teo

rema VI. ſuppone eguali i ſeni BM, EN ; dunque -

pare, che le determinazioni fiſſate de differenziali ſe

condi abbiano luogo ſolo nel caſo, che ſi faccia l'ipo

teſi della fluſſione coſtante B C, e non nell'altre ; ma .

per togliere queſta difficoltà baſta riflettere, che quan

D 2 tunque
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tunque ſi ponga variabile la BC, la differenza però è

infiniteſima del ſecondo grado, che non toglie l'egua

glianza tra le fluſſioni prime BC, EF; e così nè meno

tra i ſeni BM, E N.

S C O L I O I I.

24. Ne premeſſi Teoremi ſi contengono i princi

pi, con i quali ſi maneggiano le quantità infiniteſime

di qualunque grado, e ci ſi apre la ſtrada di far buon

uſo del calcolo differenziale, e ſommatorio ; ed ancora

di applicare in oltre alle grandezze minime la Sinteſi,

e l'Analiſi degli Antichi, e di ſervirſi della pura geo

metria, il che rieſce di una particolare ſemplicità, ed

eleganza.

Per iſcanſare poi i paralogiſmi, ne quali purtrop

po è facile incorrere, gioverà il riflettere, che nelle .

linee infinitamente piccole di qualſivoglia ordine, con

forme ſi pratica anco nelle finite, anno a conſiderarſi

due importanti circoſtanze, cioè la loro grandezza, e

la loro poſizione. E quanto alla grandezza non credo,

che mai ſi poſſa sbagliare, ſe non da coloro, che cre

dono tali grandezze infiniteſime un mero nulla.

Ora ſebbene le quantità col diminuirſi all'infinito

paſſano da genere a genere, le proporzioni in qua

lunque ordine perſiſtono le medeſime; e perchè di tre

linee
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linee della ſteſſa claſſe può coſtituirſi un triangolo, ſi

noti, che minorandoſi proporzionalmente i lati ſino a

far tranſito da un grado all'altro, non ſi mutano gli

angoli, che ſempre fra loro la ſteſſa ragione conſerva

no. In tali incontri non è mai lecito prendere una .

linea per l'altra, nè fingere eguaglianza , o adequazio

ne dove non ci può eſſere, anzi conviene tener ferme

le analogie, e paragonare i triangoli d'un genere con

quelli dell'altro, cioè gl'infiniteſimi coi finiti, e gl'infi

niteſimi del ſecondo ordine con quelli del primo, e ,

con i finiti , e così vadaſi diſcorrendo. -

Ma ſe due grandezze di qual ſi ſia ordine diferi

ranno per una grandezza, che riſpetto a loro ſia inaſ

ſegnabile, ſicuramente , e ſenza riſchio alcuno d'errare

una ſi può prendere per l'altra, nè v'è timore, che ,

l'adequamento porti un minimo ſconcerto.

Fa d'uopo adunque ſtare molto guardinghi quando

ſi tratta della poſizione delle linee, e degl'angoli, con

cioſiacchè il confondergli quando non deeſi tira ſeco

manifeſti paralogiſmi.

25. Stabiliti i fondamenti principali di queſto cal

colo, farò paſſaggio alle maniere, o regole di differen

ziare le formole. Ed in primo luogo, debbaſi prende

re la differenza di varie quantità ſommate aſſieme, o

ſottratte l'una dell'altra, per eſempio di a - x + z -

y– u . Siccome la differenza di x è dx, di z è dz ec.,

e
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e della a coſtante è nulla, conſiderando ogni quantità

accreſciuta della ſua differenza con quel ſegno, che le

compete, la formola propoſta ſi muterà in queſt'altra

a + x - dx + z - dz + y - dy – u–du, da cui ſottraendo

la prima, ſarà il reſiduo dx+ dz - dy – du, che è ap

punto ciò, per cui è creſciuta la quantità propoſta -,

vale a dire la ſua differenza.

Da ciò ſi ricava la regola generale, che per diffe

renziare qualunque compleſſo di quantità analitiche di

una dimenſione, baſterà prendere le differenze di ciaſ

cheduna variabile coi loro ſegni, ed il compleſſo di

queſte differenze ſarà la differenza della quantità propo

ſta . La differenza adunque di b– s – z ſarà – ds– dz;

la differenza di aa – 4hz + by ſarà –4bdz + bdy.

26. Che ſe la quantità propoſta da differenziarſi

farà il prodotto di più variabili, come xy, mentre x

diviene x + dx , la y diviene 3 + dy, ed cy diviene ,

xy + ydx + xdy + dvdy, che è il prodotto di x + dx in

y + dy; da queſto prodotto adunque ſottratta la quantità

propoſta xy, rimane ylx + xdy + dvdy, ma dxdy è

quantità infinitamente minore di ciaſcheduna dell'altre

due, le quali ſono il rettangolo di una quantità finita .

in una infiniteſima, e dxdy è il rettangolo di due infi

niteſime, e però infinitamente minore, dunque eſſo

rettangolo ſi potrà francamente traſcurare , quindi la .

differenza di x farà x ly + ydv

Sia
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Sia da differenziarſi xyz ; il prodotto di e + dx in .

ſy + dy in z + dz è xyz + yzdx + xzdy + xydz +-zdxdy +

ſydxdz + xdydz + dxdydz, il quale, ſottratta la quantità

propoſta, rimane yzdx + xzdy + xydz - zdxdy - ydxdz +

sedydz + dxdydz ; ma il primo, ſecondo, e terzo termi

ne è ciaſcuno il prodotto di due quantità finite, e di

una infiniteſima; ed il quarto, quinto, e ſeſto è ciaſ

cuno il prodotto di una quantità finita, e di due infi

niteſime, dunque ciaſcuno di queſti è infinitamente mi

nore di ciaſcuno di quelli, e però ſi potrà traſcurare,

e molto più l'ultimo, che è il prodotto di trè infinite

ſimi; traſcurati per tanto tutti i termini , principiando

dal quarto, ſarà vzdx + xzdy + xydx la differenza di

ºyz . - -

Quindi naſce la regola, che per differenziare un .

prodotto di più quantità moltiplicate aſſieme, ſi dovrà

prendere la ſomma del prodotti della differenza di ciaſ

cuna di tali quantità nel prodotto dell' altre. La .

differenza adunque di bazt ſarà brezdt + bxtdz + btzdz +

xzt X o , perchè la differenza della coſtante b è nulla,

cioè la differenza di brezt ſarà brezdt + bxtdz + btzdx .

La differenza di a Xbry ſarà dx Xb-y– dy)( a -x,

cioè bix –ydx– ady– xdy.

27. La formola da differenziarſi ſia una frazione,

per eſempio, º . Si ponga º Ez, ſarà dunque x =zy,

5' ſy
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e però anche eguali le loro differenze, cioè da zzly -

ſydz, quindi dzz dx – zdy, ora z = x , ſoſtituito per

ſy ſy

tanto queſto valore in luogo di z, ſarà dz = dx –xdy =

ſy 5 y

pdx–xdy; ma ſe z = x , ſarà dz il differenziale di x,

ſyy y ſy

dunque il differenziale di x ſarà – edy -) dx .

3' ſyy

E la regola ſarà, che il differenziale d'una frazio

ne ſarà un'altra frazione, il di cui numeratore ſia il

prodotto della differenza del numeratore nel denomina

tore, meno il prodotto della differenza del denomina

tore nel numeratore della propoſta frazione; ed il de

nominatore ſia il quadrato del denominatore della ſteſſa

propoſta frazione da differenziarſi.

La differenza adunque di a ſarà – adx. La diffe

a: arx

-

renza di a + x ſarà xdx - adx - xdx, cioè – adx .

37 - - arº, 2 Nº

La differenza di y ſarà biy-ydy + ydy, cioè biy .

b – y 2. - 2,

b – y b-y

La differenza di 3xy ſarà 3xdv+ 3ydx Xa-x+ dx X3xy,

dº - º 2.

a - A7

cioè 3axdy + 3aydx - 33cvdy .

2,

g - 77

28.
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28. Debbanſi differenziare le poteſtà. E ſia in ..

primo luogo una poteſtà perfetta, e poſitiva, cioè di

eſponente intero poſitivo, per eſempio, xx ; ora xx

è il prodotto di x in a , adunque per la regola de pro

dotti il differenziale ſarà xdx + xdx, cioè 2xdx . Sia -

da differenziarſi x'; ma x è il prodotto di x in x in

a , adunque il differenziale farà zxdx - xxdx -xxdx,

cioè 3xxdx , e comecchè la facenda procede con lo

ſteſſo ordine all'infinito, il differenziale di xm, eſſen

do m un numero qualunque intiero poſitivo , ſarà

mx m - i d... . -

Se l' eſponente ſarà negativo, per eſempio ax - º,

o ſia a . il differenziale, per la regola delle frazioni,

a 27 -

ſarà il prodotto della differenza del numeratore nel de

nominatore, meno il prodotto della differenza del de

nominatore nel numeratore, diviſo il tutto per il qua

drato del denominatore; ma il differenziale del deno

minatore è 2xdx, dunque il differenziale di az- º, o

ſia a . ſarà – 2axdx, cioè – 2adx ; il differenziale .
-

3737 x º 3 º

di x-3, o ſia di 1 , ſarà – 3xxdx, cioè – 3dx; e

. x º x º . x -

generalmente il differenziale di az- º, o ſia di a ,

- b bx m

ſarà – max”- dx , cioè – max-º- i dx .

bx am N- -

.

Tom. II. E Sia
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Sia la poteſtà imperfetta, ed in primo luogo poſt

e a - - m

tiva ( cioè l'eſponente ſia rotto poſitivo ) V. - » O

m

ſia x “ , eſprimendo in un qualunque rotto poſitivo.

Si ponga x º = z, ed elevando ciaſcun membro alla .

poteſtà n, x º = z”, e differenziando, ma º - i d... =

nzº- . dz, onde dzz mx m- i dx, ma eſſendo x º = z” è

mz n-1

m – m , - -

anco 2 m - 1 - º 7, dunque ſoſtituito queſto valore

in luogo di zº - , ſarà dz = mx m - i d..e , cioè

- - spa - ma

ma - I - 7,37 -

dz = m x a dx ,

-

Se l'eſponente ſarà negativo , come I 9

7 e m
m- 002

cioè a º , o ſia 1 , il differenziale, per la rego
gra

X? ºg º - I

la delle frazioni, ſarà – m x º dx , cioè

- - m -

- - - 2ma -

- - – m- 37 –I

– m x º dx .

- La
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La regola generale è adunque, che il differenziale

d'una qualunque poteſtà perfetta, o imperfetta, poſiti

va, o negativa, è il prodotto dell'eſponente della po

teſtà nella quantità elevata alla poteſtà minore, per l'u

Anità, della poteſtà data, ed il tutto moltiplicato nella

differenza della quantità.

3 --

Sia da differenziarſi x º , il differenziale ſarà

3 - 1 - i

º x º dx, cioè º x dz, o ſia º dx v x.

-

.5 s –

Sia x 4 , la differenza ſarà º a 4 d x , cioè

n

- 4

. 4 x º dx, o ſia º da Vx .
4 4

- 3

Sia 1 , cioè e º , la differenza ſarà

4 - - -- -

3 º

- - 3 - 1 - : - -

- - - 3 -

–ia º de, cioè –i e ds, o ſia – 3ds : -

- - - - - - - 4

- - 2x º

–º

Sia da differenziarſi ax - ex , ſarà la differenza .

2 X ax - xx X adx - 2xdx , cioè 2 aaxdx + 6axxdx -

4x” dx . -

–3 , -

Sia e - ax, la differenza ſarà 3X xy - ax xxdyFydx-adº,

- - E 2 - cioè
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cioè 3x'yydy - 6ax'ydy - 3aax 'dy - 3y' exdx -

9ayyxxdx -9aayxxdx - 3a' exdx. s .

Sia 1 , ſarà la differenza –2Xax–yyXada –2,dr,

ro” - aro' -

cioè – 2adx +- 4ydy. i

ax - 7' - -

– – º

Sia Vax– xx , cioè az–xx º, ſarà la differenza

I - I - - -

i Xax – ex º Xadx– 2xdx, cioè ad – 2xdx ,

- - - º -, - -. a

i . 2)% ax – xx º

o ſia adze – 2xdx. - -

2 l ax – xx

- I

Sia v xx + ay, cioè ex - xy * , ſarà la differenza

I - I

i X xx - xy * X2xdx t-xdy + ydx, O ſia

2xdx + xdy + yda - - - - -

- -. - --- 2 - -

2 V y e - - -

º

- r - - -– - -

Sia M ax- ex , cioè are – xx 3 , ſarà la diffe

-

i

3

- i- -

zº º X adx –2xdx , o ſia .

- , . . . . . "

... s.

renza ; XaxE

adx– 2xdx .

-- - - 2 --- - -

3 X ax–xx 3 - -

i - Sia1 - -
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Sia - I , cioè I , ſarà la differenza

i

Vay +--xy ay - xy ;

I

3

– i Xay -xy Xady + xdy +-ydx , cioè

i
ay + xy

–ady– xdy–ydx .

4

3 Xay xy 5

Sia aFVT., cioè a–x X a -x º, ſarà la dif

ferenza –dxx a Fx - ; Xa Ex X a– x X dx ,

o ſia –dxVTF -; az Xa– x .

2,

- Vare

- - 4 - -

Sia Vas - 3 'X' -- ya F , cioe'

- - t

- - 2, - -

dx -- X x +- Va -sº , ſarà la differenza

- i

adx - 2xdx – x dx , cioè adx+ 2xdx Xaº– e 4 –x dx.

- --

- 3 - - - -

sa- - 4

2Xaº–x º 4 Varese,Va - 4

* Vasi zº Vars: -

–º

aº– x º 4

Sia



466 INSTITUZIONI

Sia aa - xx , ſarà la differenza -

Vax + xx

.3axxdx + 2x' dx–a dx– 2aaxdx .

2 X ax + xx º

Sia x v ax + xx , ſarà la differenza

avaE.ay-xy -

3aayxdx - 2ayxxdx–3yx' dx – aaxxdy - x “dy .

3

2a XayExy º vax xx -

29. In quella guiſa, che ſi prendono le differen

ze prime delle quantità finite, ſi prendono ancora le

differenze delle quantità infiniteſime del primo ordine,

e le differenze delle quantità infiniteſime del ſecondo,

e così ſucceſſivamente, ſervendoſi delle ſteſſe regole ,

che 6 fin'ora ſpiegate. -

Solo vi ſarà da riflettere, ſe alcuna fuſione prima

ſia ſtata aſſunta per coſtante, e quale eſſa ſia , poichè

la di lei differenza ſarà nulla, e ſi dovrà ommettere -

nel differenziare. -

Sia propoſta da differenziarſi la formola ydz–sedy,

e non ſia ſtata aſſunta coſtante fluſſione alcuna, la dif

ferenza ſarà dxdy + yddx-dxdy-xddy, cioè vddx –xddy.

Sia ſtata aſſunta coſtante la fuſione dx, ſarà la diffe

renza dxdy– dxdy-xddy, cioè – eddy. Sia coſtante

la fuſione dy, ſarà la differenza dxdy +yddx– dxdy,

- cioè pddx . -
Sia
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Sia ydx , in cui neſſuna fuſione prima ſi prenda
d -

coſtante, fia la differenza dxdy” t-ydyddx–ydxddy ;

- - dy”

preſa coſtante da , ſarà dy dx –ydxddy; preſa per co

ſtante dy, ſarà dv” dx + ydyddx, cioè dpdx +-yddx .

Sia y v dx - dyº, e coſtante la dz, ſarà la diffe

dz

renza di dz V dx - dy” - Pdz X dxddx + dvddy , cioè

- - v dx +-dy”

dzº -

dxºdy + dy” - ydxddx +-ydyddy .

dz V dx - dy”

Preſa per coſtante dj , ſarà

dydz v dx* - dy - ydzdxddx –yddz V dx - dy”, cioè

v dx + dy”

dzº

dx dydz - dy' dz + ydzdxdda-ydx ddz-ydy ddz.

dzºv dx Edyº
-

-

Preſa per coſtante da , ſarà - -

dydz v dxº - dy + ydz X dyddy – yddz v dx - dy” ,

v dx º - dy”

dzº - cioè
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cioè dx dydz - dy'dz + ydzdyddy –ydx ddz–ydy ddz

a vari

E finalmente preſa niſſuna fuſione coſtante . ,

ſarà la differenza -

dydz dx dy -ydz X dxdx Edyday–yddzv da 7, -

da dri -

dz º -

cioè dxºdydz - dy'dz-ydzdxddx4 ydzdyddy-ydxºddz-ydy'ddz.

- dz vd. dy

E ſe in queſta ſi cancelleranno tutti i termini, ne

quali ſi trova la ddz, cioè fatta l'ipoteſi di dz coſtan

te, ſi muterà eſſa nella prima ; cancellando quelli, ne'

quali ſi trova la ddy, ſi muterà nella ſeconda ; e can

cellando quelli, ne quali ſi trova la dda , ſi muterà

nella terza, come è chiaro.

Sia xdx +-ydy, e coſtante dv , ſarà la differenza -

V xx +-yy -

da Fdy - yddy v xx + yy-xdx-ydy X xdxi-ydy,

l xx - 3y

X x + yy

-

cioè xxdy + xxyddy + yyds ry'ddy=2xydxdy

- 3
--- - -

xx +-yy º

Preſa
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Preſa per coſtante dy, ſarà

dx + xddx + dy V xx +-yy - xdx – ydy X xdx +-ydy,

xx - yy

xx + yy

cioè a ddx - xxdy - yydx + yyxddx – 2xydxdy.

3
- -

ºcx + yy º

E finalmente preſa neſſuna fuſione coſtante, ſarà

dx º + xddx + dy + yddy xx-xy–xdx Eydy X xdx+ ydy,

va + 5,

ºcx + yy

cioè x 'ddx - xxdyº + vxyddy+ yydx + yyxddx+ y' ddy–2xydxdy.

- 3
--- -

xx + yy º

Sia propoſta da differenziarſi la formola differen

ziale del ſecondo grado dx + dy a dx - dy -, o ſia .

–dxddy

3

dx +-dy” 2 , e ſi prenda dx coſtante, ſarà la differenza

-dxddy

r 3

3x dvdiyx ds -dr º x-dxddy + dxdddyxdx 5 º

dx day

L'ipoteſi di dy coſtante ripugna per queſta formo

la, in cui già ſi trova la ddy.

Tom. II. - F Preſa

N.
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Preſa neſſuna fuſione coſtante, ſarà

3I

- 3 Xdxddx - dyddy X dx + dy “X-dxddy-dxdddy-ddxddyXdxºdy ,

dx ddy”

Con ſimil metodo ſi proceda in tutti gl'altri caſi

ſti .

- a

piu compo

CAPO
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º
O A P O I I.

Del Metodo delle Tangenti.

3o. A Lla Curva A D F (Fig. 24, e 25. ) ſia .

tangente in un qualunque punto la retta TD G, e per

pendicolare all'aſſe A B l'ordinata B D nel punto B,

alla quale ſia infinitamente proſſima CF, che prodotta

( ſe fa biſogno ) incontri la tangente nel punto G , e

ſi tiri D E parallella all'aſſe A B. Per quanto è ſtato

dimoſtrato ne premeſſi Teoremi, e ſuoi Corollari, la .

GF farà infiniteſima riſpetto ad EF, e ſarà pure infi

niteſima riſpetto all'archetto D F la differenza tra DF,

e DG ; dunque ſi potranno uſurpare per eguali le due

EF, EG, ſiccome le due DF, DG ; e però, ſe ſia

AB =x, B D=y, ſarà EF = EG =dy, D F = DG =

v dx - dy*. Ma i triangoli ſimili GE D, DBT ci dan

no l'analogia GE, ED :: DB, BT, cioè in termini

analitici, dy, dx :: y, BT, dunque BT= ydx, ed ec

dy

co la formola generale della ſottotangente per qualun

que curva.

Nel caſo per tanto di una curva data nulla altro

rimarrà da farſi, per averne la ſottotangente, che dif.

F 2 feren
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ferenziare l'equazione, ed il valore della dx, o dy ſo

ſtituirlo nella formola generale ydx , con che ſvani.

dy

ranno i differenziali, ed averaſſi il valore della ſotto

tangente eſpreſſo in termini finiti, che compete alla .

data curva per un qualunque punto, e ſe ſi voglia -

per un determinato punto, baſterà ſoſtituire in luogo

dell'incognite quel valore, che loro compete, riſpetto

al punto determinato.

31. Dal poterſi aſſumere EF= EG, e D F= DG,

ne viene, che ſi può conſiderare il punto G, come ſe

cada in F, cioè, che la tangente DG, l'arco DF, e

la ſua corda ſi confondano aſſieme, vale a dire, che

le curve fieno poligoni d'infiniti lati infinitamente pic

coli. Queſto diſcorſo però procede ſolo, quando noi ci

fermiamo nelle prime differenze ; ma ſe ſi dovranno

computare le ſeconde, non ſi confonderà il punto G

col punto F eſſendo appunto G F una ſeconda differen

za. Quindi perchè nel metodo delle tangenti non s'in

troducono differenziali ſecondi, faraſſi giuſtamente il

ſuppoſto, che eſſa tangente ſi confonda con l'archetto,

e ſua corda.

32. Lo ſteſſo triangolo GD E ci ſomminiſtra le ,

formole per l'altre linee analoghe alla ſottotangente.

Per la ſimilitudine del triangoli GE D, D BT, ſarà

GE,
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GE, GD :: DB, DT, cioè d», vi - , DT,

e però DT = y V dx + dy -, formola generale della .

dy

tangente .

Sia D N perpendicolare alla curva nel punto D,

ſaranno ſimili i triangoli GDE, DB N, onde ſarà

DE, E G :: DB, BN, cioè dx, dy:: y, B N; e però

BN = ydy, formola generale della ſottonormale.

dx

Sarà ancora DE, DG :: DB, D N, cioè d. ,

v dx º + dy” :: y, DN; e però D N = y v dx + dy ,

dx

formola generale della normale.

Dal punto B ſi conduca BM normale a DN, e ,

B H normale a D T. Il triangolo GD E ſarà ſimile al

triangolo DBM, onde ſarà GD, GE :: DB, BM,

cioè la dx º + dyº, dy:: y, BM = ydy , formola

v dx + dy”

generale della linea B M.

Lo ſteſſo triangolo GD E ſarà anco ſimile al trian

golo D B H, onde ſarà GD, DE :: DB, BH, cioè

v dx + dy”, dx :: y, BH = ydº , formola ge

v dx º - dy”

nerale della linea B H . /

33. La ſimilitudine de due triangoli GE D,

D BT
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D BT ci farà ſcoprire in oltre l'angolo, che fa con .

l'aſſe la tangente ad un qualſivoglia punto di curva -,

concioſiacchè ſarà noto l'angolo DTB, qualora ſia .

nota la ragione del ſeno retto D B al ſeno del comple

mento BT, cioè la ragione di GE ad E D, o ſia di

dy a dx . -

Adunque data l'equazione della curva, ſe ſi dif

ferenzierà, e ſi riſolverà in analogia, di cui ſieno due

termini d , dx, avraſſi la ragione del ſeni dell' angolo

DTB, e però noto l'angolo. -

34. In virtù dello ſteſſo diſcorſo naſcono le me

deſime formole anco nelle curve riferite al fuoco,

( Fig. 26., e 27. ) ſolo che ſi rifletra, che condotta -

dal fuoco B normale all'ordinata B D la retta BT, che

incontri la tangente in T, i triangoli D BT, D GE

faranno ſimili, perchè gl'angoli TB D , DEG ſono

retti, e l'angolo.TD B non è maggiore dell'angolo

D GE ſe non per l'angolo infiniteſimo DBG, il che

ſi vede chiaro conducendo G Q normale a TB ; adun

que ſi potranno aſſumere per eguali i due angoli TD B,

D G E, ed in conſeguenza anco i due BTD, G D E,

e però ſimili i due triangoli DTB, G DE; ma in .

oltre GF è infiniteſima riſpetto ad E F, adunque ec.

ESEM
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E S E MI P I O I.

35. Sia la curva A D F (Fig. 24 ) la parabola .

apolloniana dell'equazione a: - 9) . Differenziando ſarà

adx = 2ydy, e dv = 2ydy . Soſtituito per tanto queſto

- - a

valore in luogo di dx nella formola generale della ſot

tangente ydx , avremo 2 vv , o pure 2x, poſto in luo

dy –

go di yy il valore av dato dall'equazione della curva.

La ſottotangente adunque nella parabola è doppia dell'

aſfiſſa, e però ſe ſi prenda AT = A B, e dal puto T

ſi tiri al punto D la retta TD, eſſa ſarà tangente del

la curva nel punto D . Se in luogo del valore di dx

dato dall'equazione della curva, ſoſtituiremo il valore ,

di dy, cioè adx nella formola generale dx , ſarà eſa.

- 2y - -

ciò nulla oſtante 2yy , come prima, il che baſterà

a

d'avere notato in queſt'eſempio . -

Nella ſteſſa parabola ſi ricerchi la ſottonormale ,

B N. La formola generale della ſottonormale è gay ;

dx

ma per l'equazione della curva ſi è dx = 2ydy, dun

que fatta la ſoſtituzione, ſarà la ſottonormale nella pa

rabola
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rabola = a, cioè la metà del parametro, e però preſa

BN = a , e dal punto N condotta al punto D la retta

2,

N D, ſarà eſſa normale alla curva in D.

Si ricerchi la tangente DT, la di cui formola ge

nerale è , v dx + dy” . Per l'equazione della curva -

dy

abbiamo dv = 2ydy , dunque fatta la ſoſtituzione di
-

d

queſto valore in luogo di dx nella formola , avremo

ſy Aydy -- ady = y º 4Wy + aa = l 4xx +- ax , ( poſto

ady d

in luogo di yy il valore av dato dall'equazione ) che è

la tangente cercata.

Si ricerchi la normale D N. Soſtituito il valore di

dx = 2ydy nella formola generale y TE , ſarà

a dv

eſſa y . 4 dy - aady F º 4yº + aa = º 4ax + aa, poſto

2ydy 2. 2,

in luogo di y il valore dato dall'equazione.

Si ricerchi la retta B M. Soſtituito il valore di

da E 2 Vºy nella formola generale ºdy , ſarà eſſa

d - dx +-dy

aydy t 4y = a l a. .
---
-

-

-

I 4yy - aa 4ax + aal 4 y º + aady”

Si
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l Si ricerchi la retta B H. Soſtituito il valore di dx

nella formola generale ydx , ſarà eſſa

- v dx -dy -

r 2yydy -: 2yy - 2a X'

4yydy” - aady” V 4yy + aa V 4ax + aa

Ritrovata la ſottotangente, non è neceſſario alcun

uſo di formole per ritrovare l'altre linee, ſebbene a .

motivo di eſercizio me ne ſono quì ſervita, impercioc

chè, eſſendo nota la BT, il triangolo TB D rettango

lo in B ci ſomminiſtra la tangente TD, e la ſimilitu

dine de triangoli TB D, DB N, DMB, D HB l'altre

linee tutte, e però ne ſeguenti Eſempi applicherò il

metodo alle ſole ſottotangenti.

Se vogliaſi l'angolo, che fa la tangente della pa

rabola con l'aſſe . Preſa l'equazione differenziale ,

adx = 2ydy , e riſoluta in analogia , troveraſſi dy,

dx :: a, 2y, cioè che il ſeno retto B D è al ſeno del

complemento BT, come il parametro al doppio dell'

ordinata, dovunque ſiaſi il punto D; e ſe ſi vorrà fiſ

ſata la tangente ad un punto determinato, per eſem

pio al punto D, a cui corriſponda l'aſſiſſa AB=x= a ,

4

dall'equazione della curva trovata la y corriſpondente ,

ad x = a , che in queſto caſo è p = a , ſarà l'analo

4 2,

Tom. II. G gia
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gìa dy, dx :: a, a, cioè ſemiretto l'angolo DTB ,

quando ſia y = a , o x = a .
2, 4

Nel vertice A è , - o, e però l'analogia per

l'angolo della tangente nel vertice ſarà d', dx:: a, o,

cioè la ragione di dy a dx infinita, vale a dire il ſeno

del complemento ſarà nullo, e però la tangente nel

vertice ſarà perpendicolare all'aſſe .

E S E M P I O II.

36. Sia l'equazione generale di tutte le parabole ,

di qualunque grado e E 3 º , intendendo per m un .

qualunque numero poſitivo intiero, o rotto, e che ,

l'unità ſuppliſca alle dimenſioni . Differenziando ſarà

dx = myº- i dy, e ſoſtituito queſto valore in luogo di

dx nella formola generale via, ſarà la ſottotangente ,

- - dy

= my” = mx. Sia m = 3, cioè la parabola prima cubi

ca x = y', ſarà lº, di lei ſottotangente = 3 x . Sia .
- A - -

m = 3 , cioè la ſeconda parabola cubica xx = yº, ſarà
2,

la di lei ſottotangente = º x ec.

L'equazione differenziale dx = myº- i dy della .

curva ci dà l'analogia dy, dx :: 1 , my"- ; ma poſta

p = o, ſe ſarà m maggiore dell'unità, l'analogia ſa

º

Tal
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rà dy, dx :: 1, o, cioè la ragione di dy a dx infinita,

e però la tangente nel vertice perpendicolare all'aſſe .;

e ſe ſarà m minore dell' unità , ſarà l'analogia dy ,

dx :: 1, m , cioè poſta y = o, dy, dx :: 1 , m ,

TET, o

vale a dire la ragione di dy a dx infinitamente picco

la, e però la tangente nel vertice parallela all'aſſe.

-

E S E M P I O I I I.

37. Sia la curva DcE , (Fig. 28. ) di cui ſi vuo

le la ſottotangente, l'iperbola fra gl'aſintoti dell'equa

zione xy = aa. Differenziando ſarà sedy - ydx = o , e ,

dx = – xdy ; ſoſtituito per tanto nella formola ydx

ſy - dy

della ſottotangente il valore di dx, ſarà la ſottotangen

te=– e, valore negativo, e queſto vuol dire, che la .

ſottotangente BT dee prenderſi della parte oppoſta alle

aſſiſſe .
-

Preſa adunque BT = BA, e condotta al punto C

la retta TC, ſarà eſſa tangente della curva nel punto C.

Poichè nella curva D CE creſcendo l'aſſiſſa, cala

l'ordinata » , s'avrebbe dovuto nel differenziare pren

dere negativa la differenza dy, ma perchè per la ſteſſa

ragione s'avrebbe dovuto prendere negativa la ſteſſa -

dy anco nella formola generale, ſi a ommeſſo di farlo

G 2 nell'
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nell'uno, e nell'altro luogo, giacchè ſenza imbaraz

zarſi co ſegni torna lo ſteſſo , il che ora avvertito

ſervirà per gl'altri ſimili caſi.

Sia l'equazione generale x = 1 a tutte le infinite

yº

iperbole fra gl'aſintoti, eſſendo m un qualunque nume

ro poſitivo intero, o rotto. Differenziando averemo

dx = – myº- i dy = – mdy , e ſoſtituito queſto va

y 2nnº ſy m +- I

lore nella formola generale ydx , la ſottotangente ſarà

7;

– m , o ſia –mx, per l'equazione della curva.

y m

E S E M P, I O I V.

38. Sia la curva A D F (Fig. 24. ) un circolo del

diametro - 2a, AB = x , B D = y , ſarà l'equazione

2ax-xx=yy, e differenziando 2adx – 2xdx = 2ydy,

e però da - vdy, e ſoſtituendo queſto valore nella
a - 3:

formola ydx, ſarà la ſottotangente yy , cioè 2ax –xx,

dy a - 2 - a - 2 -

poſto in luogo di yy il valore dato dall'equazione. Sarà

dunque la ſottotangente nel circolo la quarta propor

zionale di a– e, di 2a– x , e della x. i

Ma ſe il circolo ſarà dell'equazione aa–xx=yy,

-
nel
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nel quale ( Fig. 29. ) ſi prendano le aſſiſe A BEx dal

centro , differenziando avremo – cdx = ydy , e ,

dx = – ydy, ſoſtituendo per tanto queſto valore nella

i - - - -

formola, ſarà la ſottotangente =– ſyy, cioè la terza -

proporzionale di AB, e B D, ma negativa, vale a .

dire da prenderſi da B verſo T.

-----

» -

E s E M PI O v.

39. Sia la curva ADF (Fig. 24) l'Elliſi dell'

equazione a –xx =ayy, preſe le aſfiſſe dal vertice A.
b

Differenziando averemo ada – 2xdx = 2aydy , e ,

–
-

dx = 2aydy . Soſtituito queſto valore nella formola -

b)( a- 2x.

generale ydse, ſarà 2ayy - la ſottotangente, o pure ,

dy b Xa - 2.

2ax – 2xx, poſto in luogo di ayy il valore az – xx

a -,237 b

dato dall'equazione. Fatta x = : a, metà dell' aſſe traſ

verſo , nel valore della ſottotangente, ſarà eſſa 2aa,

- - - - - - - Q

cioè infinita; adunque la tangente nel punto, in cui

l'aſſe conjugato taglia la curva, ſarà parallela all'aſſe

e traſ
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traſverſo, il che troveremo eſſer vero anche cercando,

qual ſia l'angolo, che eſſa tangente fa con il medeſi

mo aſſe traſverſo .

Sia generalmente l'equazione alle elliſſi di qualun

º

que grado avº + º - cº X a-x , intendendo per m,
b

n due numeri poſitivi intieri, o rotti. Differenziando

º

ſarà m - n Xayº + º- i dy = mx m - i dx X a– e –

b

71 -

mdx X a– x X x º, e però

dx = m n x aym + º- dy , e ſoſti

ma - Iº

bmx º- i X a–x –bmx º X a–x

tuito queſto valore nella formola generale, ſarà eſſa -

m - n Xayº +-º , e poſto in -

ma - I

bmx m- º X a– x –bnxº X a– x

luogo di ayº + º il valore dato dall'equazione, ſarà la

–
-

- -

- ,

–º

ſottotangente m + n X x º X a–x so

ma - º - I

mx m - º X a– x – nx º X a–x

e dividendo il numeratore , e denominatore per

-fi - I

3 m- 1 X a– e so ſarà finalmente mi 02X a X – X x e

72a – M2x – 7437
i -

Sia
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Sia mr 1 , n= 1 , cioè l'elliſſi apolloniana, farà la

ſottotangente 2ax – 2xx , come ſopra. Sia m - 3 ,

-- - - - - a - 2x - . - - ,

- , 2.

m F 2, cioè l'equazione ay! E x º X a– x

e

, ſarà la ſot

totangente 5ax– 5xx ec.

3a– 5x
-

- – º

Se l'equazione foſſe aym - n = x m X a + x , eſ

b

primerebbe eſſa tutte le iperbole di qualunque grado

riferite agl'aſſi, preſe iſteſſamente le aſſiſe dal vertice

A. Operando nello ſteſſo modo, troveremo eſſere la .

ſottotangente m - n Xax + xx, diverſa ſolo dall'antece

- fºid +- W2x +- 7237

dente ne ſegni, ſiccome diverſa ſolo ne ſegni è l'e

quazione, da cui ſi ricava .

Sia mrz 1 , n = 1 , cioè l'iperbola apolloniana, ſarà

la ſottotangente 2ax+2xx . Sia mi 3 , n = 2, cioè l'e

a +- 23e

–º

quazione ay” = x' X a + x , ſarà la ſottotangente ,
-

5ax + 5xx ec.

3a +-5x

4o. Da queſto metodo delle tangenti ſi ricava .

ancora la maniera di riconoſcere, ſe le curve anno

. - aſin
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va

aſintoti, ed il modo di condurli, quando eſſi ſono in

clinati all'aſſe, giacchè nel caſo più ſemplice, che ad

eſſo ſieno, o perpendicolari, o paralleli, abbaſtanza ſi

a parlato nel Libro I Capo 5.

E S E M P I O I.

41. Sia la curva AD E ( Fig. 3o. ) dell'equazione

-
º

di ſopra aym + n = xº X a -x, la di cui ſottotangente

b

-

-

TB = m + n X ax + xx ſarà dunque l'intercetta -
so q

7/2/7 +- 771 x -- 71X?

AT = m + n Xax + xx – x, cioè 7al X' -

f/24 -- Mix +- 7l X' 72a +- 7723 -- 72X'

Egli è chiaro, che la tangente TD diverrà aſin

toto, quando toccando ella la curva in infinita diſtan

za, cioè quando l'aſfiſſa A BEx, eſſendo infinita, l'in

tercetta AT rimanga finita; ma poſta x infinita nell'

eſpreſſione di AT, il primo termine ma del denomina

tore è infinitamente minore degl'altri, e però da traſ

curarſi, onde in queſto caſo ſarà AT = nax = na so

mx - nx m n.

quantità finita, adunque la curva a l'aſintoto, il quale

partirà dal punto M, fatta AM = na . Ma per con

- - - 173 -- 73

durlo :
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durlo: ſi alzi A H normale ad AB , e ſia egli per

eſempio MHP;ciò poſto, ſe ſi prenda x infinita, ſarà da ,

dy:: MA, A H, ed in queſta ſuppoſizione di x infini

n

ta l'equazione della curva ayº + n = x º X a + x (eſſen

ºdo a nullo riſpetto ad a ſi muta in queſt' altra .

ayº + º = x º+ º, o ſia, eſtraendo la radice, e facen

b

t ?

do per maggior comodo m - n = t, y Va= « V b 2

t t

ma differenziando è dy Va = dx Ve; dunque dºc ,

t , t t t

dy :: Va, Vu, dunque MA, AH :: Va, Vb 5 e

t t

perchè MA = ma , ſarà ma , AH :: Va, Vb , cioè

p t

t

A H = ma Vb . Se per tanto ſi prenda AM= na, e ſi

t - t

i Va
t - -

alzi la normale A H = ma Vb, e ſi conduca infinita

t

i Va

la retta MHP, ſarà eſſa l'aſintoto della curva A DE .

Siam = 1, n = 1 , cioè l'equazione ayy = ax + xx
-I

all'iperbola apolloniana, ſarà tz 2, e però AM = d 3

-

Tom. II. EI A H
-

-
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AH= a v b = 2ab, cioè A M la metà dell'aſſe traſ

2 va 2 - -

verſo, ed AH la metà del conjugato, appunto come

dalle ſezioni coniche ſi ſa, dover eſſere.

e s E M P 1 o 11.

42. Sia ADE la curva dell'equazione y' –x =axy,

fatte le AB = x , B D = y . Differenziando avremo

3yydy - 3xxdx = axdy + aydx, e però pdx=3y'-axy,

dy 3xx - ay

ed AT = ydx – x = 3y” – 3x' – 2axy, o pure, po

dy 3xx + ay

ſto in luogo di 39 – 3x º il valore 3axy dato dall'e

quazione della curva, ſarà AT= axy ; e fatta x

- 3xx + ay -

infinita, cioè nel caſo dell'aſintoto, in cui AT diviene

AM, il termine ay è nullo riſpetto a 3xx, adunque

ſarà AM = axy = ay . -

3 xx 3 x

Ma poichè nell'equazione propoſta non ſi poſſono

ſeparare le indeterminate, nè in conſeguenza determi

nare il valore della AM; ſi ponga AM = ay = t,

3 x

(il medeſimo, o ſimile artificio potrà ſervire in altri

caſi



ANALITICHE LIB. II. 487

caſi della ſteſſa natura) ſarà , E 3ta, e ſoſtituito queſto
d

valore nell'equazione propoſta , ſarà eſſa 27t'x' –

- a º

, e' = 3txx, ma quando ſia x infinita, l'ultimo termine

è nullo riſpetto agl'altri ; adunque ſarà 27t'x'–x =o,

a º .

cioè t = a. Preſa adunque AM = a, dal punto M ſi

3 3 -

dovrà condurre l'aſintoto. Deve in oltre eſſere MA,

A H :: dx, dy, e l'equazione propoſta y' – e' =axy,

o ſia yºzx - axy ſi riduce ad eſſere x = y', cioè

a =y, quando ſia e infinita, e però da Edy; adunque

fatta M A=A H, ſe dal punto M per lo punto H ſi

condurrà una retta, eſſa ſarà l'aſintoto della curva.

Aggiungo in oltre, che deve neceſſariamente la .

linea A T accoſtarſi ad un certo limite, oltre il quale

non poſſa traſcorrere, e che il menzionato limite talora

è infiniteſimo, o nulla. Eccone un eſempio ſemplice.

Sia l'iperbola equilatera BCF, (Fig. 31.) e poſta

A B = a, AD = x, D C = y , abbiaſi l'equazione ,

aa - xx =yy, e differenziando, xdx =ydy. Quindi la .

ſottotangente ED = ydx = vv = aa + xx , e conſeguen
dy 3 3e

temente ED-AD=aa + xx – x=aa=AE.
3º 3C

Poſta x = o , ſi trova AE infinita, e la tangente

- H 2 - del
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del punto B parallela all'aſſe A D; e fatta x = ce , ſi a

A E=o. Per la qual coſa il punto E ſcorre tutta la AE

infinitamente prodotta, e ſi ferma nella origine A, ol

tre cui non traſcorre, quantunque la noſtra curva volti

il conveſſo all'aſſe. L'aſintoto adunque AG naſce dal

punto A, e forma con la linea delle aſſiſſe un'angolo

ſemiretto, ſtante che nella equazione locale aa + xx=

ſy, poſta x = co, ſvaniſce la coſtante aa, e diventa -

xx = yy, o ſia x = y .

43. Fino ad ora è ſtato da me ſuppoſto, che .

l'angolo delle coordinate ſia retto. Che ſe egli ſia ottu

ſo, o acuto, poſte come ſopra B C = x , CE = y,

CD = dx, OG = dy, (Fig. 32., e 33.) la ſottotangente

farà nè più nè meno vivi, perchè ſaranno ſempre ſimili,
dy

i due triangoli GEO, E AC; ma l'altre formole avran

no biſogno di riforma.

Nel triangolo E0G l'angolo o eguale all'angolo

ACE ſi ſuppone noto, adunque dal punto G abbaſſata

GI normale ad AD ; e prodotta, ſe fa biſogno, EO

in H, nel triangolo GOH ſarà noto l'angolo Go H,

ma l'angolo in H è retto, quindi noto l'angolo o G H,

e però noto in ſpezie il triangolo O GH, cioè data la

ragione di GO a GH, e ſia quella di a ad m, ſarà per

tanto a , m :: dy, GH = mdy; ſarà pure data la ragione

di
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di GO ad OH, e ſia quella di a ad n, e però a .

n:: dy, OH = ndy; adunque E H = dx ndy ( cioè il
de (2

ſegno poſitivo nella Fig. 32., ed il negativo nella .

Fig.33.), quindi EG = aadx it 2andsedy - nndy” + mmdy”,

- dal

ma ſe og ſi eſprime per a, GH per m, o H per n,

ſarà aaEmm - nn, ed aady*= mmdy + nndy” , adunque

ſoſtituito queſto valore nell'eſpreſſione di E G , ſarà
- 2 -

EG = aadx * + 2andxdy - aady” , ed EG = ds =

da

Vadg E 2ndzdy - ady”, eſpreſſione dell' elemento della

curva . Ciò poſto, per la ſimilitudine de triangoli

E GO, AEC, ſarà GO, GE :: EC, EA , cioè dy,

Vix E 2ndxdy + ady: :: y, EA= y V adx º + 2ndzdy - ady”,

a dy d

formola della tangente.

Sia T E normale alla curva, ed ES al diametro

A I, per la ſimilitudine de triangoli GO H, ECS,

avremo ES = my, e CS= ny; e per la ſimilitudine de
a. - d

triangoli GE H, E ST, avremo EH, HG :: ES, ST,

cioè adx it ndy, mdy :: my , ST = mmydy º

dº a va –.

- a X adx it ndy

e
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e però CT= mmydy + ny = mmydy - nnydy E anyda F

a X adxit ndy dº a X adx + ndy

= aydy + nydx, formola della ſottonormale.

adx Endy

In ſimil modo ſi ridurranno l'altre formole, il che

baſti d'aver indicato . - -

44. Ma le curve, delle quali ſi vogliono le tan

genti, poſſono eſſer traſcendenti, cioè non eſprimibili

da alcuna equazione algebraica, ma dipendenti dalla .

rettificazione d'altre curve non rettificabili. Sia la curva

AP B, ( Fig. 34 ) di cui ſi ſappia condurre la tangente

PTK ad un qualunque punto P, e prodotta in M la .

q P normale ad A Q , la relazione di M P all'arco

PA ſia eſpreſſa da un'equazione qualunque, e ſi ricer

chi la tangente MT della curva CMA deſcritta da pun

ti M; condotta qn infinitamente proſſima a Q M, ed

MR parallela a PT, e ſuppoſto rettificabile l'arco AP,

cioè z x, e chiamata PM=y, ſarà Pp= dx, Rm=dy,

e ſimili i due triangoli m R M, MPT, e però m R,

R M :: MP, PT, cioè dg , dx :: y, PT=ydx, formo

dy -

la per la ſottangente della curva CMA da prenderſi

ſulla tangente della curva A PB. Dall'equazione data -

della curva A MC ſi ritroverà il valore della dx , o dy

da ſoſtituirſi nella formola, e ſi farà il rimanente al

ſolito -

-

PSEM
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45. Mentre il circolo D PC ſi arruota uniforme

mente ſulla retta A B cominciando dal punto A, (Fig.

35. ) il punto C della ſua periferia, che nel principio

del moto cade ſul punto A, laſci impreſſa nel piano la

traccia del ſuo cammino, e ſi continovi queſto moto

ſino a che pervenga di nuovo il punto C nella retta .

A B; deſcriverà eſſo una curva ACB, la quale dalla .

ſua generazione viene chiamata la Cicloide ; e diceſi Ci

cloide ordinaria, quando il circolo ſi muova talmente

ſulla retta AB, che tutta l'abbia eſattamente miſurata -

colla ſua periferia dopo, che il punto C da A ſia .

giunto in B per modo, che ſia AB eguale alla perife

rìa dello ſteſſo circolo. Diceſi Cicloide allungata quan

do il moto ſia tale, che la retta A B ſia maggiore del

la periferia del circolo; e finalmente Cicloide contrat

ta quando la ſteſſa AB ſia minore della periferia.

Dalla deſcrizione di queſta curva chiaramente ſi

vede, che condotta da un qualunque punto la retta .

MQ parallela ad AB, avrà l'intercetta MP fra la cur

va, ed il circolo C PD all'arco CP quella ragione , ,

che à la retta AB a tutto il circolo. -

Ed in fatti ſia il circolo generatore nelle due poſi

zioni EM F, D PC ; condotte le corde ME, PD,

poi
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poichè ſono eguali gli archi E M, DP, ſaranno egua

li , e parallele le corde EM , DP , e però ſarà

MP = ED ; ma per la natura della curva è AE ,

EM :: A D , E MF :: AB , EMFE , e nella .

ſteſſa ragione è pure E D ad MF; ed MF = PC ,

ED = MP, dunque ſarà MP, PC :: AD, EMF:: A B,

E MFE. Se però ſi chiami la retta AB = a , la perife

rìa E MFE del circolo generatore = b, ed un qua

lunque arco CP per aſſiſſà = e, l'ordinata PM = y,

ſarà l'equazione della curva cicloide by = x.
o

Avuta l'equazione alla curva, la differenzio, per

ritrovare la ſottotangente, e però bay = dx, e ſoſtitui

d

to queſto valore in luogo di dx nella formola ydx ,

ſarà PT=by=x. Preſa adunque ſulla tangente PK(Fig. 34.)

al

del circolo, che ſi ſuppone condotta, una porzione PT

eguale all'arco AP del circolo, e condotta al punto M

la retta TM, eſſa ſarà tangente della cicloide nel pun

to M . - A

Che ſe in oltre la cicloide ſia l'ordinaria; poichè

in queſto caſo ſi a b = a , e però presº, ſarà PM=PT,

e l'angolo PT M= PMT; ma l'angolo TP Q eſterno è

doppio dell'angolo TMP, e gl'angoli TPA, A P Q

( per la 32., e 29. prop. del 3. d'Euclide ) ſono egua

- li,



ANALITICHE LIB. II. 493

li, dunque ſarà l'angolo APQ eguale all'angolo TMP,

e però la tangente MT parallela alla corda PA.

46. Senza ſupporre la tangente della curva A PB

(Fig. 34 ) ſi potrà avere la ſottotangente della curva -

AM preſa nell'aſſe KA B. Sia A Q = x, Q P = y, l'ar

co AP = s, Q M = z, e la relazione dell'arco A P all'

ordinata MP ſia eſpreſſa da un'equazione qualunque . .

Sia qn infinitamente proſſima alla Q M, ed MS paral

lela ad AB, ſarà MS = dx, Sm = dz, e la ſimilitudi

ne de triangoli m.8M, MQ N ci darà dz, dx :: z .

QN = zdx, formola per la ſottotangente.

Tag

Se in luogo di aſſumere per ordinata Q M = z ,

ſi prenda PM = u, condotta MR parallela all'archetto

Pp, ſarà m R = du, RS= po = dy, e però MS= du - dy,

ed i triangoli ſimili m SM, MQ N ci daranno du - dy,

dx :: u - y , QN = a -7 x dx , altra formola della .

du - dy

ſottotangente.

E S E M P I O I.

47. Sia la curva A PB (Fig. 34 ) un circolo del

diametro z 2r, e la ragione di PM all'arco PA ſia -

quella di a alla b, cioè la curva A MC ſia la cicloide.

Chiamate A Q = x , QP = y , Q ME z, l'arco A P = s,

Tom. II. I e
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e condotta mq infinitamente proſſima ad MO, MR pa

rallella a Pp ; MS, Po parallele ad AB, ſarà m Szdz,

RS = po = dy, Pp = ds , ed m R differenza di MP

ſarà dz –dy. Ma poichè , per la proprietà della curva,

abbiamo MP all'arco PA, come a a b, nella ſteſſa -

ragione ſaranno ancora i differenziali loro m R, p P;

e però ſarà dz –dy, ds :: a , b, cioè ads = dz - dy;
b

ma ds = va dx - dyº, e per la proprietà del circolo

ſy = V 2rx–xx, dunque dy = rdx – xdx , e dy” =

2rx– x x'

rrdx -2rxdx + xxdx , quindi ds = rdx -

2rx – x x' l 21 x – x x'

Surrogati per tanto queſti valori in luogo di ds,

e dy nell'equazione ads = dz – dy , avremo dz =

b

ardx + brdx – bxdx , equazione differenziale della .

b V 2rx – xx

cicloide.

Soſtituito adunque il valore di dz dato dall'equa

zione nella formola zdx della ſottotangente, averemo

d2

g N = bz v 2rx-xx .

ar + br –bº

Che ſe la cicloide ſia l'ordinaria, ſarà a - b, e .

però
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-

però QN= z º 2rx – xx, cioè 2r–x, V 2rx – xx:: z,

2r – X'

9 N, o ſia zr–x, y:: z, Q N; ma per la proprietà

del circolo è 2r–x, y:: y, x, adunque ſarà v, x:: z,

2N, cioè QP, QA:: Q M, Q N, e però ſarà MN

parallela a PA.

E S E M P I O II.

48. Sia la curva A PB una parabola, la di cui

equazione pv = yy, poſte A Q = x, Q P = y, e ſia .

l'arco A P = s, PM= u , e la ragione di MP all'arco

PA ſia quella di a alla b, ſarà pure m R, Pp :: a,

b; cioè du , ds :: a, b, e però ads = du. Ma nella

b

parabola y = px , e dy = pdx , dunque ds F

2 v px

dx º 4px - pp.; quindi ſurrogato queſto valore in luogo

2 v px -

di ds nell'equazione ads = du, l'equazione alla curva -

b

AMc ſarà adz apz pp = du. Preſa per tanto la

2 bv px -

formola della ſottotangente u FvX dx, che a queſto

du + dy

I 2 caſo
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caſo conviene, e fatte le ſoſtituzioni in luogo di du , e

dy ſarà QN = u - y X 2b º per ; ma y = V px, per

a V 4px + tp - bp

la proprietà della curva A PB, ed as = u, per la pro
b

prietà della curva AMC; dunque QN= 2as v px -2bps.

al pp +- 4px + bp

49. Dal diverſo modo, con cui molte curve ſi

generano, naſcono diverſe dalle ritrovate le formole -

· delle ſottotangenti loro, benchè il metodo per ritro

varle ſia ſimile. Baſterà il ricercarle in alcune per fare

idea della maniera , e dell'artifizio, che dee uſarſi in .

qualunque incontro; e però date le due curve A QC,

BCN (Fig. 36. ) al comune diametro TF, alle quali ſi

ſappiano condurre le tangenti, ſia un'altra curva MC

tale, che la relazione delle ordinate P Q, PM, PN

riſpetto ad un qualunque punto M ſia eſpreſſa da una

qual ſi ſia equazione, e ſi dimandi la tangente MT di

un qualunque punto M . Si conduca p S infinitamente .

proſſima a PN, e le NS, MR, QO parallele ad AB, -

e ſia PE = s, PF = t, cognite per la ſuppoſizione , ,

P Q = x, PM = y , PN = z . Per la ſimilitudine de

triangoli QPE, q0 2, ſarà 20 = sdx = MR = NS, e
W

per la ſimilitudine del triangoli m RM, MPT , ſa

º rà
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rà PT= sydz, formola della ſottotangente, ma perchè

a ly

differenziando l'equazione della curva MC, a fine di

avere il valore della dx da ſoſtituirſi in eſſa formola -,

ſarà egli dato per dy, e dz, non ſi averà eſſa ſottotan

gente in termini finiti. Si rifletta adunque, che i trian

goli ſimili N Sn, NPF ci danno N P, PF:: nS, SN,

cioè z, t :: tdz, SN = it tdz ( cioè il ſegno poſiti

2

vo alla dz, ſe creſcendo x, ed y, creſce la z ; ed il ſe

gno negativo, ſe creſcendo x, ed y, la z cala). Ma

è anco SN = sdx , dunque i tdz = sdx , e però
º - 2. x

dz = + szdx . Poſto adunque in luogo di dz queſto va
-

tº

lore nell'equazione differenziata della curva MC , ſi

averà un valore di dx dato per dy, il quale ſoſtituito

nella formola della ſottotangente sydx farà ſvanire le ,

- acdy

differenze , e la ſottotangente ſarà eſpreſſa in termini

finiti .

E S E M P I O I.

5o. Sia xz = yy l'equazione della curva MC ;

differenziando ſarà zdx + xdz = 2ydy, e ſoſtituito in .

luogo di dz il valore + sxdx, ſarà zdx tszdx = 2ydy,
tº t

C



198 INSTITUZIONI

e però da z 2tydy ; nella formola della ſottotangente -

t2 it S2

sydx ſurrogato per tanto, in luogo di dx, queſto va

xdy

lore, ſarà PT= 2styy = 2st , quando ſi ponga

rzxiszx ts

in vece di yy il valore xz . Sia ora la curva A QC una

parabola del parametro z b; la curva BCN un circolo

del diametro A B = 2a. Se adunque il punto N cade ,

nella periferia del primo quadrante principiando da A,

in cui la dz è poſitiva, la formola della ſottotangente -

PT ſarà 2st , e la ſottotangente del circolo ſarà

t -- S

2aq– qq = t ( chiamata A P = q ), e quella della para

-

bola ſarà 24 = s; poſti adunque queſti valori in luogo

di t, e di s nell' eſpreſſione 2st , avremo PT =

i +- -

8aq –4qq .

4a -34

Che ſe il punto N cade nella periferia dell'altro

quadrante, ſarà da negativa, e la formola della ſotto

tangente PT ſarà zst ; ma in queſto caſo la ſotto

-
t-s

tangente del circolo è zag - 41 = t, e della parabola -

q– a

rimane
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rimane 24 = s, e però fatte le ſoſtituzioni de valori di

t, e di s nell'eſpreſſione 2 st , avremo PT =8an – 477 ,
--- -

i – 3 4a– 34

come nel primo caſo .

52. Ma quando ſiaſi denominata AP , eſſendo

AQ una parabola, ſarà PO = x = vbg ; ed eſſendo

BCN un circolo, ſarà PN = z = v 2aq– qq, adunque

l'equazione yy= zx della curva MCſarà Vy=q v 2ab – bq,

e data così l'equazione per le due coordinate AP, PM,

troveraſſi la ſottotangente PT con le ſolite ordinarie for

mole ydq . Differenziando adunque l'equazione yy =

dy

q V 2ab –bq , ſarà ſydy = 4abdq– 3bqdq ; quindi molti

4 | 2ab– bq

plicando per y il numeratore, e denominatore della .

formola ydq, onde ſia yydq, e ſoſtituendo in luogo di

dy ydy

yy, e di ydy i riſpettivi valori, ſarà Vydq=8aq– 44q=

ydy 4a - 31

PT, come prima.

53. Sia più generalmente x º z” = yº + º l'equazio

ne della curva MC, differenziando ſarà mzº x m- i dx -

nx º zº- . dz = m + n X yº + º - i dy, e ponendo in .

luogo
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luogo di dz il valore t s2dx , ſarà

- - tx

tmzº x º- dxi snxº- 'zºdx = m - n X ym + º - i dy,

E

e però da Emt - nt Xyºº-º- dy ; adunque PT =

mt + ns X zºx m - 1

sydx = mst - nst X yº - n = mst - nst, quando ſi ponga

::dy mt it ms

mt it ns X zº x m

in luogo di y mt º il valore xº z” .

54. Se le due curve A C, B CN diverranno linee

rette, nel caſo dell'equazione ſemplice ez = yy della .

curva MC ſarà eſſa una delle Sezioni Coniche d'Apollonio,

come ſi è veduto al Lib. I. Cap. III. num. 135., cioè

un Elliſſi quando l'ordinata CD cade fra i punti A,

B; un Iperbola quando cade dall'una, o dall'altra par

te; ed in fine una Parabola quando i punti A, B ſo

no infinitamente lontani l'uno dall'altro, cioè quando

l'una delle rette linee A C, B C è parallela al diame

tro. Da ciò manifeſtamente ſi vede, che nelle ſteſſe ,

circoſtanze ſaranno le medeſime curve coniche, ma di

grado ſuperiore in infinito, quando l'equazione alla .

curva MC ſia la generale x º z” = yº + n.

55. Data la curva A P (Fig. 37. ) con l'origine -

in A, di cui ſi ſappia condurre la tangente, ſia un'

altra curva CM D tale, che condotta da un punto dato

F -



ANALITICHE LIB. II. 5o i

º

!,

9

F la retta FM P in qualunque modo, la relazione di

FM alla porzione AP ſia eſpreſſa da un'equazione ,

qualunque, e debbaſi ritrovare la tangente della curva

CM D .

Sia PH tangente della curva A PB nel punto P,

e ſi conduca FH normale ad FP, ed Fp infinitamen

te proſſima, e col centro F ſi deſcrivano gl'archetti

infiniteſimi MR, PO, e la ricercata tangente della .

curva CM D ſia MT. Si chiamino P H = t , FH = s ,

FM= y, FP = z, e l'arco A Pzx. Poichè per gl'ar

chi infiniteſimi poſſono aſſumerſi i loro ſeni retti, ſarà

il triangolo MRm rettangolo in R, e perchè l'angolo

Mm R non è diverſo dall'angolo TMF, ſe non per

l'angolo infiniteſimo M Fm, ſi potranno conſiderare ſi

mili i due triangoli MR m, TFM, e per la ſteſſa ra

gione ſimili i due triangoli POp, H FP; adunque ſarà

m R, RM:: MF, FT, cioè dy, MR :: y, FT, ed

FT = MRXy, onde per avere il valore di FT con

dy

viene avere prima quello di MR, che ſi averebbe, ſe

foſſe nota PO; ma per i triangoli ſimili PFH, PO p.,

ſarà PH, FH :: Pp, Po, cioè to s :: dx, O P = sdx,
t

e per i ſettori ſimli FPO, FMR, ſarà FP, PO :: FM,

MR, cioè z, sdx :: y, MR = yds, quindi FT=syydx,
t 2t tzdy

formola della ſottotangente ; la quale, ſe ſi ſoſtituiſca -

Tom. II. K in
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luogo di dx il valore dato dall'equazione differenziata -

della curva CMD, ſarà eſpreſſa in termini finiti.

E S E M P I O I.

56. Sia il circolo ABCD (Fig. 38. ) del centro

H, raggio H A, e mentre il raggio H A fiſſo nel cen

tro ſi muove uniformemente, deſcrivendo il punto A la

periferìa ABCD, ſi muova il punto H uniformemente

ſul raggio H A in modo, che reſtituitoſi il raggio nel

la prima ſituazione H A il punto H abbia percorſo tutto

il raggio, e ſia in A ; deſcriverà il punto H la curva

HE c A, che diceſi la Spirale d'Archimede. Dalla gene

razione di queſta curva è facile a vedere, che un qua

lunque arco A B del circolo ſarà alla corriſpondente ,

porzione H E del raggio, come tutto il circolo a tutto

il raggio. Chiamato adunque il raggio = r, la perife

rìa del circolo = c , l'arco AB = x , e l'ordinata -

HE =y, ſarà e, V :: c, r, e però , - ra, equazione
C

della ſpirale, in cui le ordinate ſono dal punto fiſſo H.

Ciò premeſſo, ſi voglia la tangente ET della ſpirale ..:

poichè in queſto caſo la FP della Fig. 37. è il raggio

H B del circolo, ſarà z =r , e le due, PH tangente,

ed FH ſottotangente , nella ſteſſa Fig. 37. ſono in .

queſta ambedue perpendicolari al raggio HB ( per la .

IlaiU ſa- -
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º,

natura del circolo), ed in conſeguenza tra loro paral

lele, e però eguali; onde ſarà s = t , adunque la for

mola generale syydx ſarà in queſto caſo vd e ; quindi

tzdy - rdy

, differenziando l'equazione y=rx, ſarà dj = rdx, e ſo

C - C

ſtituito nella formola il valore di dx , ſarà eſſa -

cy= HT; o pure poſto in luogo di y il valore re,
rr C

ſarà xy = HT. Deſcritto adunque col centro H, rag

gio HE =y l'arco EQ, e preſa HT eguale all'arco E Q,

ſarà eſſa la ſottotangente, perchè per la ſimilitudine de

ſettori HE Q, HBA, ſarà HA, AB :: H Q, QE; cioè

r, x :: y , QE = ey. - - - -

r -

Se in luogo di eſſere l'equazione y = rx, ſia .
-

-

5 m = rºx, cioè la periferia all'arco AB, come una -
cº

qualunque poteſtà m intiera, o rotta del raggio ad egual

poteſtà dell' ordinata, differenziata l'equazione, ci darà

dx = mcy”- dy, ed ydx = mcyºdy , e fatta la ſoſtitu

rm rm

zione nella formola yydx della ſottotangente, ſarà eſſa

rdy

meym - = HT, ma y”= r"x, dunque may = HT=

r m + 1 - C pº

m X E Q . K 2 57.
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57. Più ſemplice ſi averà la formola della ſottotan

gente, ſe l'equazione della curva A PB (Fig. 37.) ſia data

dalla relazione di FM ad FP; poichè i triangoli ſimili

p O P, PFH, ci danno PO=sdz, ed i ſettori ſimili FPO,

2

FM R ci danno MR= sydz, e finalmente i triangoli ſimi

22

li MRm, TFM ci daranno FT= syydz.

zzaly

E S E M P I O II.

58. Sia la curva C MD al di ſopra di APB, il che

non fa alcuna alterazione (Fig. 39.), ed AP B ſia una .

retta linea, ed FM, FP ſieno ſempre diverſe fra loro per

la ſteſſa quantità, cioè PM coſtante za, ſarà v –zza

l'equazione della curva, che è la Concoide di Nicomede, il

di cui polo F, ed AB l'aſintoto. Differenziando l'equazio

ne, ſarà d'E dz, quindi la ſottotangente FT=syy. -

22

Condotta adunque M E parallela a PA, ed MT pa

rallela a PE, ſarà MT tangente della curva in M; im

perciocchè ſarà FA=s, FE= sy, ed FT=syy.
2 22

59. Data all'aſſe E A T la curva qualunque A M ,

(Fig. 4o.) di cui ſi ſappia condurre la tangente MH ad

un qualunque punto M, e dato fuori della curva il punto

F, da cui ſia condotta la retta FPM; ſe s'immagineremo,

che
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che aggirandoſi la retta FPM ſul punto F immobile ,

faccia muovere ſulla retta ET il piano PAM ſempre pa

rallelo a ſe ſteſſo , rimanendo la intercetta PA ſempre la

ſteſſa: il punto M, che è la comune interſecazione delle

due linee FM, AM, deſcriverà con queſto moto una cur

va CMD, di cui ſi domanda la tangente. Si muova il pia

no PAM, e nel primo iſtante arrivi nella poſizione infi

nitamente proſſima pam; e ſi conduca SRm parallela ad

ET. La ſimilitudine de triangoli M Rm, MHT ci dareb

be la retta HT, che determina la tangente ricercata, ſe ,

foſſero noti i lati MR, Rm. Per averli adunque, chiamata

FP, o Fp= x; FM, o Fmrzy, Ppzdz, e le note PA = a,

MH=t, PH=s; egli è chiaro, che ſarà Pp=Aa= Rm =

dz, e per i triangoli ſimili FPp, FSm ſarà Fp, Pp :: Fm,

Sm, cioè , dz y, Sm = ydz, dunque SR=ydz- ziz:
2C 2'

e per i triangoli ſimili MPH, MSR, ſarà HP, HM::

RS, R M, cioè s, t :: ydz – xdz, MR = tydz – tredz ;

37 s v'

finalmente, per i triangoli ſimili MR m, M HT, ſarà MR,

Rm :: MH, HT, cioè tydz – txdz, dz :: t, Ht = sx .

S X' ſy – x

Dal punto F ſi conduca FE parallela alla tangente

MH, e ſi prenda HT= PE, tirata TM, ſarà eſſa tan

gente della curva nel punto M. Imperocchè per i trian

goli ſimili PMH, PFE, ſarà PM, PH :: PF, PE, cioè

ſy – x , s :: x , sº F P E = HT.

- 3 – e

6o.
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6o. E' ſtato dimoſtrato al num. 136. Cap. III. Lib. I.

che ſe la linea A M foſſe una retta, la curva CMD ſa

rebbe l'iperbola, che averebbe ET per uno de due -

aſintoti. Se AM foſſe un circolo col centro P, la curva a

CM D farebbe la Concoide di Nicomede, il di cui polo

F, e l'aſintoto ET. E ſe finalmente AM foſſe una para

bola, la curva CMD ſarebbe la Compagna della Parabo

loide di Carteſio, cioè una delle due Concoidi Paraboliche.

61. Al diametro AP (Fig. 41.) ſia una curva qualun

que AN, a cui ſi ſappia condurre la tangente, ed un -

punto fiſſo F fuori di lei, e ſia un'altra curva CMD tale,

che condotta, come ſi vuole, dal punto F la retta -

FMPN, la relazione tra FN, FP, ed FM ſia eſ

preſſa da un'equazione qualunque ; ſi dimanda la tan

gente MT di un qualunque dato punto M.

Per lo punto F ſi conduca HK perpendicolare ad

FN, che incontra in K il diametro A P prodotto, ed

in H la tangente data NH . Sia FO infinitamente

proſſima ad FN, e col centro F ſi deſcrivano gl'archi

MR, Po, NQ . Chiamate FK = s, FH= t, FP=x,

FM = y, FN= z, ſarà m Rzdy, poz dx, Qn=–dz,

e per la ſimilitudine del triangoli NQn, NFH, ſarà

Ng = – tdz ; e per la ſimilitudine de ſettori FNQ ,

2

FMR, ſarà MR = - tydz ; e finalmente, per la fimi

22.

litu
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litudine de triangoli MRm, MFT, ſarà FT=–yytiz,
zzay

formola ricercata della ſottotangente. Ma quì pure ſi

rifletta, che differenziando l' equazione della curva, il

valore di dy da ſoſtituirſi nella formola ſarà dato per

dx, e dz , quindi non ſpariranno i differenziali ; tutta

via però la ſimilitudine de ſettori FNQ, FPo ci darà

Po =– tzdz, e la ſimilitudine de triangoli Pop, PFK
22

l'analogia dx, – txdz :: x , s, quindi l'equazione -

22

szzdx = – txxdz , e però – dz = szzdx ; poſto adun

- taxx

que nella formola della ſottotangente il valore di dy,

cavato dall'equazione differenziata della curva, indi in

luogo di dz queſto valore, ſpariranno le differenze, e

ſi averà la ſottotangente in termini finiti. -

Se la linea A P in luogo di eſſer retta foſſe una .

curva, condotta la tangente P K, col medeſimo diſcor

ſo ſi troverebbe lo ſteſſo valore della ſottotangente FT.

E S E M P I O.

62. La curva AN (Fig. 42. ) ſia un circolo, il

quale paſſi per lo punto F, ed in tal modo poſto, che

conducendo dal puto F la FB normale ad AP prodot

ta, eſſa paſſi per lo centro G di eſſo circolo, e ſia .

- - ſem
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ſempre PN eguale a PM, la curva CMD della Figu

ra antecedente, cioè FMA in queſta ſarà la Ciſſoide -

di Diocle, la di cui equazione ſarà z - y = 2x. Diffe

renziando adunque averemo dz - dy = 2dx, e però

dy = 2dx – dz, e poſto in luogo di dy queſto valo

re nella formola – Vytdz della ſottotangente , ſarà

- zzay

– yytdz , e finalmente ſurrogato in luogo di – dz

2zzalx – zzaiz

il valore szzdx , averemo styy = FT, ſottotan

txx, 2.txx +- szz

gente ricercata.

Egli è chiaro, che ſe il punto M, di cui ſi vuole

la tangente, cadeſſe nel punto A, eſſendo in queſto

caſo K H normale ad FA, ſarebbe FN = FP = FM =

FA = FK = FH ; e però FT= is =i AF.

63. Troveraſſi forſe più ſpeditamente la ſottotan

gente della Ciſſoide per mezzo della ſolita formola del

num. 3o. ; poichè, condotte le NE, ML perpendico

lari ad FB, e chiamando FB = 2a, FL = x , L M=y,

per la proprietà della curva FMA ſarà BE = FL=x,

e per la proprietà del circolo, ſarà EN = 2ax Fxx,

ed i triangoli ſimili FLM , FEN daranno FL ,

L M :: FE, EN, e però FL, LM:: EN, E B, cioè

x, y:: V 2ax - xx, x ; quindi y = X x' » O

-

l 2a3 – xx

ſia
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ſia yy = , equazione della curva FMA; differen

2 a - 3C

ziando adunque averemo 2 ydy = 6axxdx - 2x dx , e -
–2 -

2a - 37

preſa la formola ſolita pax, e fatte tutte le ſoſtituzioni,

ſarà ydx = yy X 2a – a = Lo = 2ax –x e, ſe ſi pon

dy 3axx – x º 3a – x

ga in luogo di yy il valore e'

2dl - X7

64. Sieno due curve AN B, CP D, (Fig. 43. ) ed

una retta FK, ed in eſſe tre punti fiſſi A, C, F; ſia .

in oltre la curva EMG tale, che, condotta per un qua

lunque punto M di eſſa la retta FMN dal dato punto F,

e dal punto M la retta MP parallela ad FK, la rela

zione dell'arco A N all'arco CP venga eſpreſſa da un'

equazione qualunque. Si dimanda la tangente della .

curva EG nel punto M. -

Sia MT la ricercata tangente, che incontri in T la

retta FK prodotta, ſe fa biſogno, e dal punto T ſi tiri,

TH parallela ad FM, e per lo punto M ſi conducano

MR K parallela alla tangente in P, ed MOH parallela

alla tangente in N, e ſia Fm On infinitamente proſſima

ad F N. Chiamate F M=s, FN = t, MK= u, e gli

archi A N=y, CP=x, e però Nn=dy, Pp = dx, ſarà

per i triangoli ſimili FN n, FM O, FN, Nn :: FM,

MO,

Tom. II. L
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Mo, cioè t, dy :: s, Moz sdy, e per i triangoli ſi
t

mili M m R, MT K; ed M O m, M H T, ſarà M R,

Mm :: MK, MT; ed Mm, MO :: MT, MH; dunque

ſarà anche MR, MO :: MK, MH, cioè ds , sdy :: u,
t

M H = usdy. Quindi differenziando l'equazione data-,
tdx

averemo il valore di dy dato per dx, e fatta la ſoſtitu

zione, ſarà MH eſpreſſa in termini finiti. Preſa adun

que MH eguale al ritrovato valore, e parallela alla tan

gente in N della curva A N B, e condotta HT paralle

la ad MF, ſe dal punto M ſi tirerà al punto T la retta

TM, ſarà eſſa tangente nel punto M della curva EMG.
-

E S E M P I O .

65. La curva ANB (Fig. 44.) ſia un quarto di cir

colo, il di cui centro F, e CP D della Fig. 43. ſia il

raggio A PF della Fig. 44 perpendicolare alla retta .

FKTB, e ſi conduca la tangente A R. S'intenda aggi

rarſi equabilmente il raggio FA intorno al centro F, e

nello ſteſſo tempo muoverſi equabilmente la tangente AR

ſempre parallela a ſe ſteſſa verſo F B in modo, che ,

quando il raggio FA cade in FB, cada pure in FB la

tangente AR. Con queſto moto il punto M, che è la

interſecazione del raggio, e della tangente, deſcriverà

la curva AMG, che chiamaſi la Quadratrice di Dino

ſtrate . Dalla
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Dalla generazione di queſta curva è chiaro, che -

ſarà l'arco AN all'intercetta AP, come il quadrante -

AB al raggio AF; chiamando adunque AN = y ,

AP = x, AB = a, AF=r, ſarà r = ax, e dy = adx,
r

dunque ſoſtituendo queſto valore di dy nella formola usdy,

tdx

ſarà M H= asa; ma in queſto caſo FN è il raggio del
rt

circolo, ed MK = AF– AP, dunque tz r, u =r–x,

quindi MH = asr – asz = as – sy, poſto in luogo di

ax il valore ry dato dall'equaaione. Dal punto M ſi alzi

MH normale ad FM, ed eguale all'arco Mg deſcrit

to col centro F, raggio FM, e ſi tiri HT parallela ad

FM, ſarà MT tangente della quadratrice nel punto Mi

imperocchè, per i ſettori ſimili FN B, FM Q, ſarà FN,

NB :: FM, MQ, cioè r, a –y:: s, MQ = as – sy =

MH. r

66. Sieno due curve BN, FQ, (Fig. 45. ) delle ,

quali ſi ſappiano condurre le tangenti, e che abbiano

per aſſe comune la retta B A, in cui ſieno due punti

fiſſi A, E, e ſia un'altra curva LM tale, che condotta

per un qualunque punto M di eſſa la retta AMN; e

deſcritto col centro A, raggio A M, l'arco MG ; e dal

punto G abbaſſata GQ normale ad AG, ſia data la re

L 2 lazione
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lazione de ſpazi ANB, E Fg G, e delle linee A M, AN,

QG per mezzo di un equazione qualunque. Si ricerca

la tangente della curva LM nel punto M. -

Condotta la retta ATH perpendicolare ad A MN,

ſia un'altra Amn infinitamente proſſima ad A MN, e

l'arco (mg), e la perpendicolare (gg), quindi col centro A

deſcritto l'archetto NS, ſi chiamino le ſottotangenti da

te HA=a, G K=b, e ſia AM=y, AN=z, GQ= u,

e gli ſpazi EG Q FEs, AN BEt, ſarà Rm=Ggz dy,

Snzdz, ed a cagione del triangoli ſimili KG Q, Q o q,

ſarà (oa)=– du = udy, e per i triangoli ſimili - HAN,
b

NSn, ſarà SN = adz. Lo ſpazio G Q qg ſi può pren

- 2 - -

dere per lo ſpazio G Qog, perchè la differenza loro

go q è quantità infiniteſima del ſecondo ordine ,

onde ſarà G Qqg = udy = – ds ; così pure ſarà

ANn = ; AN X NS = ; adz = – dt. Soſtituiti per tan

to nella differenza dell'equazione propoſta, in luogo di

du, ds, dt, queſti valori, averemo un'equazione, da

cui ſi caverà il valore di dz dato per dy. Ora per i

ſettori ſimili A RM, ANS, ſarà MR = aydz, e per i

- 22 - i

triangoli ſimili mR M, MAT, ſarà AT = ayydz, for

zzdy

mola della ſottotangente, in cui ſe ſi ſoſtituirà , in ..

luogo di dz, il valore dato per dy dall'equazione della

r

ClIVa ,
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curva, ſpariranno le differenze, e la ſottotangente ſarà

data in termini finiti .

i -

E S E M PI O .

67. Lo ſpazio E GQ F ſia doppio di ABN ,

cioè stzt , ſarà ds = 2dt , ma ds = – udy ,

e dt = – ; adz, dunque ſarà udy = adz, e dz = uly,

d

dunque la ſottotangente AT = uyy.

22

-

- La curva BN ſia un circolo del centro A, raggio

A N = c, quindi zzc, e la curva FQ ſia un'iperbola .

dell'equazione ug = ff, ſarà la ſottotangente AT =ffy,

- - cc

cioè la ragione di A M ad AT coſtante. La curva LM

(Fig. 46.) chiamaſi in queſto caſo la Logaritmica ſpirale.

E' chiaro, che la curva LM farà infiniti giri pri

ma di giungere nel punto A ; imperocchè quando il

punto G (Fig. 45.) arriva in A, lo ſpazio s ſarà infinito, come

vedraſſi nel calcolo integrale, dunque dovrà eſſere infi

nito anche lo ſpazio t. che non può eſſerlo, ſe non .

dopo infiniti giri del raggio AM. -

i 68. Rimane per ultimo da conſiderarſi un caſo par

ticolare delle tangenti. Si è veduto , che eſſendo,

le coordinate di una curva qualunque x , ed y, la for

mola generale della ſottotangente è 9 dx, o xdy, ſecon

dy dx

- - - - do
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do che la y, o la x fa figura di ordinata; e però, diffe

renziata l'equazione della curva, ſe da eſſa ſi ricavi il

valore della dx, o della dy, queſto valore ſurrogato

nella formola generale ci ſomminiſtra una frazione in .

termini tutti finiti, la quale è l'eſpreſſione, o valore

della ſottotangente per un qualunque punto della pro

poſta curva. Che ſe ſi vuole la ſottotangente per un -

determinato punto della curva, niente altro ſi deve fa

re, che ſoſtituire nella frazione in luogo delle x, ed y

i valori, che eſſe ânno nel dato punto. Ma accade al

cuna volta, che ſoſtituendo in luogo di x, o di y un

determinato valore nella frazione, che eſprime la ſotto

tangente, o ſia nel rapporto della dx alla dy cavato

dall'equazione differenziata della curva, tutti i termini

nel numeratore, e denominatore di eſſo ſvaniſcano, e

così ne provenga dx = o , e però anco la ſottotangen

dy O

te = o , dal che però non ſi deve inferire, che eſſa -

c -

ſia nulla in quel punto -

Sia per un'eſempio la curva

yº –8ay –12axyy+ 16aayy+ 48aaxy+ 4aaxx-64a x=o,

e ſia y l'aſfiſſa, e l'ordinata, e però ºdy la formola

- - dx - -

della fottotangente. Differenziando adunque l'equazione,

averemo dv = 3ayy- 12aay- 2aax + 16a” , e la ſot

as y'– 6ayy– 6axy + 8aay + 12aax

tOfan
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totangente xdy = 3axyy – 12aaxy – 2aaxx + 16a'x ;

dar y' – 6ayy– 6axy +-8aay - 12aax

ma ſe ſi vuole la ſottotangente di quel punto di curva,

a cui corriſponde l'aſfiſſa y=2a, eſſendo in queſto caſo,

per la data equazione, anche se - 2a, fatte le ſoſtitu

zioni nella frazione, che eſprime il rapporto della dx

alla dy, ſi trova egli eſſere . 12a' – 24a –4a' - 16a' ,

- 8a” –24a” –24a” - 16a” + 24a '

cioè o , perchè tutti i termini ſi diſtruggono, e però
- -

-

-

o

anco la ſottotangente in quel punto - o , il che nulla ci
-

Q

fa ſapere, quantunque allo ſteſſo punto corriſponda be

niſſimo la ſottotangente, anzi due.

69. Accaderà infallibilmente queſto caſo ogni qual

volta la curva abbia più rami , che s'incontrino, e ſi

voglia la tangente nel punto del concorſo; ed in fatti la

curva NO PQR (Fig. 47. ) dell'equazione propoſta a i

due rami OP, MQ, che ſi tagliano nel punto G, a .

cui appunto corriſponde y= 2a, eſſendo OT l'aſſe del

le y, ed il principio in o, ed «E2a, preſe le x nell'

aſſe O Q .

Per rendere ragione di queſto caſo, baſta avvertire

due coſe: la prima, che nel punto del concorſo di di

verſi rami di curva diverſe radici dell'equazione ſi fan

no eguali tra loro; così riſpetto alla propoſta equazio

Il 6
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ne nel punto G ſono eguali i due valori della x , e ,

due pure ſono eguali de quattro valori della y; la ſe

conda, (come ſi è dimoſtrato nell' Algebra Carteſiana)

che ſe un'equazione, la quale contenga delle radici

eguali, ſi moltiplicherà termine per termine COIl ll Ila e

ſerie aritmetica qualunque, il prodotto ſarà eguale al

zero, e conterrà in ſe una meno delle radici eguali;

ſe queſto prodotto ſi moltiplicherà pure per una ſerie .

aritmetica, il nuovo prodotto ſarà iſteſſamente eguale alzero,

e conterrà una meno delle radici eguali , che contiene

il primo prodotto, cioè due radici meno delle eguali,

che contiene la prima equazione, e così ſucceſſivamen

te ſino a quel prodotto, che una ſola contenga delle .

radici eguali. -

Se adunque un'equazione qualunque di curva, trat

tando a per variabile, ed y per coſtante, ſi moltipli

cherà per una ſerie aritmetica, la quale termini nel ze

ro; nel caſo di radici eguali il prodotto ſarà eguale ,

al zero, e lo ſarà ancora, ſe ſi divida eſſo prodotto per

v, la qual diviſione ſuccede dal moltiplicarſi per zero

l'ultimo termine. Lo ſteſſo ſarà, trattando y per varia

bile, ed e per coſtante, e moltiplicando l'equazione ,

per tale ſerie aritmetica, che ponga il zero ſotto l'ulti

mo termine. - -

Ciò poſto, è facile a vederſi, che queſta tale ope

razione ſi fa appunto differenziando, cioè ſi tratta la x,
-

COITlC
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come variabile, e ſi moltiplica l'equazione per una ſerie

aritmetica, il di cui primo termine è il maſſimo eſpo

nente della x, e l'ultimo è il zero, e naſce un prodot

to moltiplicato in dx ; indi ſi tratta º per variabile, e -

ſi moltiplica l'equazione per una ſerie aritmetica, il di

cui primo termine è il maſſimo eſponente della y, e ,

l'ultimo è il zero, e naſce un prodotto moltiplicato in

dy; ma nel caſo di radici eguali di x, e di radici eguali

di y, tanto il prodotto, che moltiplica dx, quanto quel

lo, che moltiplica dy, ſono zero ; dunque appunto deve -

naſcere la ragione di dx = o in quel punto, nel quale

dy o -

due rami di curva s'incontrano . -

Per vedere ciò chiaramente, ordino l'equazione del

la propoſta curva per la lettera y, e la moltiplico per

la ſerie aritmetica, il di cui ultimo termine ſia zero -
-

p” –8ay' - 12axyy - 48aaxy - 4aaxx – O»

+- I 6aayy –64a x -

4 , 3 , 2 » I » O - -

il prodotto ſarà i

4y – 24ay'-24axyy -32aay - 48aaxy=o,

cioè dividendo per 4 y

ſy” – 6ayy – 6axy - 8aay - 12aax = o .

Ordino la ſteſſa equazione per la lettera x , e la molti

plico per la ſerie aritmetica, il di cui ultimo termine ,

Tom. II. M ſia



518 INSTITUZIONI

ſia zero

4aaxx +- 48aaxy - º

– 64a 'x – 8ay º

- 12ayyx - 16aayy

- 2 , I » O

il prodotto ſarà

8aaxx +- 48aaxy – 64a'x – 12ayyx =o,

cioè dividendo per 4x. -

2aax - 12aay – 16a” – 3ayy = o . - -

Ciò fatto, differenzio l'equazione propoſta, ed il

differenziale ſi è 4y' dy– 24ayydy– 24axydy– 12ayydx +

32aaydy + 48aaxdy + 4Saaydx + 8aaxdx – 64a' dx = o,

cioè dividendo per 4, e traſponendo i termini della dx .

F O ,

-' e - º -

-

ſy” – 6ayy – 6axy + 8aay + 12aax X dy =

3ayy – 12aay – 2aax + 16a º X dx .

Ma il moltiplicatore della dy è il primo prodotto nel

la ſerie aritmetica, ed in conſeguenza =o relativamente

al punto G, in cui y à due valori eguali; ed il molti

plicatore della dx è il ſecondo prodotto nella ſua ſerie

aritmetica, mutati i ſegni, il che però non fa, che non

ſia = o relativamente allo ſteſſo punto G, in cui , a due

valori eguali, dunque ſarà di X o = dx Xo, cioè dv = 9.
º - – dx Q

nel punto G . a -

Ma ſe il moltiplicare qualunque equazione per una

ſerie aritmetica, o ſia il differenziarla (giacchè è lo ſteſſo)

- fa,
-
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v

fa, che nel ſuppoſto di radici eguali naſca il caſo, di cui

ſi tratta, cioè d y = o, fa ancora, che nell' equazione

7. -

indi nata vi ſia una meno delle radici eguali, e però ſe

l'equazione propoſta a due radici eguali, la differenzia

ta ne avrà una ſola di eſſe eguali; ſe la propoſta ne

averà tre, differenziando di nuovo la già differenziata,

( aſſumendo per coſtanti le fluſſioni dx , dy) quella -,

che indi naſce, ne averà una ſola, e così di mano in .

mano diſcorrendo. Si aſſumono poi per coſtanti le fluſ

ſioni dx, dy, perchè diſtruggendoſi vicendevolmente

tanto i termini moltiplicati in dx, quanto quelli molti

plicati in dy, nella ſuppoſizione di quel tale determina-.

to valore della x , e della y , ſi diſtruggeranno nulla -

meno sì i termini moltiplicati in ddx, come quelli mol

tiplicati in ddy. In queſto modo operando ſi ridurranno

le equazioni a non contenere, che una ſola di quelle

molte radici eguali, che prima avevano; e però diffe

renziando finalmente l'ultima, per ritrarne la ragione,

di dy alla dx, non potrà più naſcere il caſo di º = o -

dx o

Ripiglio adunque l'equazione di prima

yº –8ay' –12axyy+ 16aayy+ 48aaxy+4aaxx-64a x=o .

differenziata ſi trova eſſere - -

ſy dy– 6ayydy–6axydy– 3ayydx - 8aaydy + 12aaxdy +

12aaydx + 2aaxdx – 16a' dx = o .

M 2 - Ma

-
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Ma poichè ſoſtituendo in luogo di y il valore 2a,

ed il corriſpondente in luogo di x, che è pure 2a, a

fine di avere la tangente del punto G, ritrovo dv = o,
- dx o

paſſo a differenziare la già differenziata, prendendo ſem

pre per coſtanti le fluſſioni da , dy, e ricavo 3yydy –

12aydy” – 6axdy + 8aady” – 12aydydx - 24aadxdy -

2aadx º t o .

Soſtituiſco in luogo di y, e di x il valore 2a rela

tivamente al punto G, e trovo dx = + dy v 8 , indi

nella formola generale della ſottotangente xdy poſti i
dx

valori di x = 2a, e di dx = + dy v 8, ſarà finalmente ,

+ a la ſottotangente, o per meglio dire, le due ſot

l 2 -

totangenti, che corriſpondono al punto G, una poſiti

va, l'altra negativa, ed eguale alla poſitiva.

Se la curva averà tre radici eguali nel punto, di

cui ſi vuole la tangente, cioè ſe la curva averà tre ra

mi, che in quel punto s'incontrino; poichè dopo aver

la la prima volta differenziata averà ancora due radici

eguali, differenziata di nuovo, a fine di avere la ra

gione di dy alla dx , ci darà ciò non oſtante , per

quanto è ſtato detto, dy = o , e però ſarà neceſſaria .

dºc O -

una terza differenziazione; generalmente tante volte ,

è - dovrà

a
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-

dovrà differenziarſi l'equazione, quante ſono le radici

eguali, o ſia i rami della curva, e dall'ultima diffe

renza ricaveraſſi la ragione della dy alla dx , e tante ,

ſaranno le tangenti, quanti ſono i rami della curva ſteſ

ſa, i quali in quel punto ſi tagliano.

Sia la curva QAD H.Abd AI (Fig. 48. ) dell'equa

zione x “– ayxx +-by' = o, la quale â i tre rami QAD,

IAd , h A H, che ſi tagliano in A ; e ſia A P l'aſſe

delle e, ed AB normale ad AP l'aſſe delle y, ed A

la comune loro origine . Differenziando l'equazione,

ſarà 4x º dx – 2ayxdx – axxdy - 3byydy = o , cioè

dx = axx – 3byy. Ma ſe ſi voglia la tangente del pun

dy 4x”– 2ayx

to A, poichè in eſſo è e zo, y=o, ſarà dp = o . Si

- dx O

paſſi adunque alla ſeconda differenziazione, e ſarà

12xxdx º – 2aydx –4axdxdy + 6bydy” = o, ma di qua

pure ſi ricava dx = o, eſſendo ogni termine moltipli
dy O

cato per x = o, ſecondo la ſuppoſizione, ovvero per

y E o . - -

Differenziando finalmente per la terza volta, ſarà

24xdx – 6adydx” + 6bdy' = o , ma poſta x = o, ſvani

ſce il primo termine, e però è adx dy = bdy'; dal che

ſi ricavano tre valori della dy, cioè dg = o, e dy =

a dx va, i quali ci danno tre rapporti della dx alla .

V b

dy,
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dy, vale a dire tre tangenti per lo punto A; una in

finita, che ſi confonde con l'aſſe AP, e ſerve per il

ramo ha FI. L'altre, prendendo una qualunque AS, e

tirando normalmente ST tale, che ſia ST, SA:: V a ,

b, le TA ſaranno tangenti nel punto A, l'una del ramo

9A D , l'altra del ramo IA d. -

7o. La verità di queſto metodo ſi può dimoſtrare

anco in altra maniera, e come ſuol dirſi A poſteriori .

I differenziali dell'equazioni finite, che con le accenna

te regole del differenziare ſi trovano , non ſono eſſi

realmente i differenziali compiuti, dandoci le regole i

ſoli termini, che contengono i differenziali primi, cioè

di una ſola dimenſione, ed ommettendo in figura di

compendio, e di maggior comodo i differenziali di altro

grado , cioè di maggior dimenſione, i quali per i

principi del calcolo , già renderebbero relativamente

nulli i termini, ne quali ſi trovano. -

Richiamata l'equazione

5 – 8ay”– 12axyy - 48aaxy + 4aaxx

+- 16aayy – 64a' x T º

e differenziata, ſarà

4y' dy – 24ayydy – 12ayydx – 24axydy - 32aaydy -

48aaxdy + 48aaydx + 8aaxdx - 64a' dx = o ; ma ſe la .

y ſi conſideri accreſciuta della ſua differenza, e così la

x, e che nella propoſta equazione in luogo della ſy , e

ſue

- - i
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ſue poteſtà ſi ponga y -dy, e le corriſpondenti poteſtà,

e lo ſteſſo ſi faccia ponendo x - dx, e le poteſtà cor

riſpondenti in luogo di x , e ſue poteſtà , averaſſi

ſy“ + 4y'dy + 6yydyº + 4 dy' - dy – 8ay'– 24ayydy –

24aydy” – 8ady” – 12axyy – 24axydy – 12axdy” –

12ayydx - 24aydxdy – 12adxdy” - 16aayy - 32aaydy +

16aady + 48aaxy + 48aaydx + 48aaxdy + 48aadxdy -

4aaxx + 8aaxdx + 4aadx” – 64a 'x – 64a' dx = o , ed

ordinando i termini in colonne ſecondo le dimenſioni

de' differenziali

I. II. III, IV. V.

- 3 - 4y' dy - 6yydy” - 4ydy” - dy“

– 8ay' – 24ayydy –24aydy – 8ady

–I 2axyy – 24axydy –12axdy” – 12adxdy”

+ 16aayy – 12ayydx –24aydxdy E o.

+ 48aaay + 32aaydy + 16aady”

+- 4aaxx +-48aaydx + 48aadxdy

- 64a” x + 48aaxdy +- 4aadx º

+ 8aaxdx

– 64a º dx -

La ſomma per tanto di tutte queſte colonne, tolto

ne la prima, che è l'equazione ſteſſa propoſta, ſarà il

compiuto, ed intero differenziale di lei. Ma perche

l'ultimo termine, cioè la colonna quinta è infinitamen

te piccola riſpetto alla quarta, e la quarta riſpetto alla

terza,
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terza, e la terza riſpetto alla ſeconda, ſi aſſume la ſo

la ſeconda colonna per il differenziale della propoſta -

equazione, il quale compendio ci vien dato dalla ſolita

regola del differenziare ; ma non è già, che le colon

ne dopo la ſeconda ſieno aſſolutamente nulle. Se adun

que naſcerà il caſo, che la ſeconda colonna ſia aſſolu

tamente nulla., non ſarà più nulla riſpetto a lei la ter

za, e però non dovrà traſcurarſi, anzi ſarà eſſa il dife

ferenziale della prima. Iſteſſamente ſi diſcorra della .

quarta, qnando ſia zero la ſeconda, e la terza, e così

de l'altre. Ora queſto caſo appunto ſuccede, quando ſi

cerca la relazione di dx alla dy nella propoſta equazio

ne in quel punto, in cui ſia y = 2a, ed x = 2a; poi

chè, fatte queſte ſoſtituzioni, ſi trova eſſa ſeconda co

lonna eſſer zero, e però ſi paſſà a far uſo della terza,

il che è affatto la ſteſſa coſa, che differenziare due vol

te l'equazione, come è manifeſto. i

71. Per gli ſteſſi principi, e nella ſteſſa maniera

ſi ſcioglie un ſimil caſo, che naſce talora nella coſtru

zione delle curve, ſe l'ordinata venga eſpreſſa da una

frazione, il di cui denominatore, e numeratore diven

gano eguali al zero, quando ſi fiſſi per l'aſfiſſa un de

terminato valore .

- A fine d'uſcir d'imbarazzo baſta conſiderare la fra

zione, come ſe eſprimeſſe le ordinate di due curve 9

che in qualche punto del loro comune aſſe concorrano,

C
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e perchè in quel punto la ragione loro non può in al

tro modo eſſer eſpreſſa, che per o , biſogna cercare,

- - - O

quale ſia il loro rapporto nel punto infinitamente proſ

ſimo, cioè quando eſſe ſieno creſciute d un infiniteſi

mo, vale a dire, paſſare alla differenziazione del nu

meratore, poi del denominatore della frazione ſteſſa .,

e ciò una, due, o più volte ſin tanto, che finalmen

te, poſto il valore determinato dell'aſſiſa nella frazio

ne, eſſa non ſia più o , e ciò per quella ſteſſa ragio
O

ne detta di ſopra intorno alle colonne de differenziali.
-

-

aax . Preſa

- - - - - ºre

Sia l'equazione y= V 2a 'x –x –a V

4

a– Pax

a = a , e fatta la ſoſtituzione, ſarà p = o, dal che non
-

- - O------ - -

ſi può perciò inferire, che all'affiſſà x = a corriſponda

l'ordinata ) = o . Differenziando adunque il numerato

re, indi il denominatore della frazione , ſarà p =

- - 4 - 2

- r - -

a dx – 2x dx X 2a'x – xº –i a dxxa º x ,

- -, – 3 - .2 –

º axxdx X a 4 x 4

cioè dividendo ſopra, e ſotto per dx, e ponendo x = a,

ſarà , - 16a. - - .

9

Tom. II. N Sia

-

-

-
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Sia requazione y E a i 4 gi-as-aa , ſe

V 2aa + 2xx – x – a
- -

-

- -

, i -

ſi faccia x = a , ſarà , z o,-

-

-
-

-

- o - - - -

Differenziando per tanto il numeratore, poi il deno

- -

-

minatore della frazione, ſarà) - 4axx x 47 x 7 –a
-

-

- . .

2x X2aa– 2xx º – I

ommettendo la dx , che è tanto nel numeratore, quan

to nel denominatore ; ma ſe in queſta frazione pure ſi

ponga x = a, ſarà ancora r = o , dunque paſſando a

- o -

differenziare queſta ſeconda frazione , avremo , -

32a “x X 4a” + 4x” º , ommettendo la dx, e poſta .

º
4aa X2aa -2xx

v = a , ſarà º F 2a.
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C A P o I I I.

· Del Metodo de' Maſſimi, e Minimi,

72. SE in una curva qualunque, le di cui ordi

nate ſieno parallele, creſcendo le aſſiſe Bc ( Fig. 49.

5o. 5 I., e 52. ) continovamente, creſca altresì l'ordi

nata CG ſino ad un certo punto E dopo di cui vada .

calando, o non vi ſia più ordinata di ſorta alcuna; o

pure al contrario creſcendo l'aſſiſſa , l'ordinata CG

vada continovamente calando ſino ad un certo punto

E, dopo di cui, o creſca, o più non vi ſia ; l'ordina

ta EF ſi chiama la Maſſima, o la Minima.

Alla curva GH F ſia E F la maſſima delle ordina

te (Fig. 49. ), o la minima ( Fig. 5o.); preſa una -

qualunque aſſiſſa BC, e condotta l'ordinata CG, al

punto G s'intenda eſſere tangente GA, e D H infini.

tamente proſſima a CG; chiamata Bc = x, CG =y,

e fatta G I parallela a BC, ſarà GI = CD = dx ,

1H = dy. Poichè ſono ſimili i triangoli Acg, G HI

nella Fig. 49., ſarà AC, CG :: GI, IH ; e poichè ſono

ſimili i triangoli ATG, GHI nella Fig. 5o., ſarà AT,

TG :: GI, IH. Ciò poſto, ſi finga che l'ordinata GC

saccoſti ſempre parallela a ſe ſteſſa alla maſſima, o mi

N 2 nima
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nima ordinata EF; egli è chiaro, che accoſtandoſi CG

ad EF, la ſottotangente AC, o AT ſi farà ſempre

maggiore per modo, che quando CG cada ſopra la

EF, la tangente ſi farà parallela a BC, e per conſe

guenza la ſottotangente ſarà infinita. In queſto caſo

adunque avrà AC a CG, o AT a TG ragione infini

ta, rimanendo CG quantità finita ; ma poichè è ſem

pre AC, CG, o AT, TG :: GI, IH, averà anco

GI ad IH ragione infinita, e però ſarà dr nulla riſpet

to alla dx, cioè dy = o nel punto della maſſima, o mi

nima ordinata. -

Sia la curva GH F, (Fig. 5 I., e 52. ) E F la mi

nima delle ordinate (Fig. 51.), o la maſſima ( Fig. 52.);

preſa pure una qualunque aſſiſſa BC, e condotta l'ordi

nata CG, la tangente GA, D H infinitamente proſ

ſima a CG, e GI parallela a BC, e chiamate B C=x,

C G=y, ſarà GI= CD=dx, IH= dy . Per i triangoli

ſimili ACG, GIH, ſarà (Fig. 51. ) AC, CG :: GI,

IH ; e per i triangoli ſimili ATG, GIH, ( Fig. 52. )

ſarà AT, TG :: GI, IH. Accoſtandoſi adunque l'or

dinata CG ſempre parallela a ſe ſteſſa alla maſſima, o

minima ordinata, la ſottotangente AC, o AT ſi farà

ſempre minore per modo, che quando CG cada ſopra

la EF, la tangente ſi farà normale a BC, e per con

ſeguenza nulla la ſottotangente. In queſto caſo adun

que averà AC a CG, o AT a TG la ragione del nulla

alla
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alla quantità finita, e però eſſendo nella ſteſſa ragione

GI ad IH, ſarà dx nulla riſpetto alla dy, cioè dg = oo

nel punto della maſſima, o minima ordinata. Adunque

la formola generale per le maſſime, e minime ordina

te ſarà d'Eo, o pure dy=oo .

73. Data adunque l'equazione della curva, di cui

ſi cerca la maſſima, o la minima ordinata , ſi dovrà

differenziare, per ritrarne il valore della frazione, o rap

porto d , indi fatta la ſuppoſizione di dy=o, o pure
dx -

di dx= o, cioè di dy=co, fi averà il valore dell'aſſiſ

ſa x, a cui compete la maſſima o minima , , e queſto

valore ſoſtituito nell'equazione propoſta ci darà la maſſi

ma, o minima ordinata, che ſi cerca; ſolo avvertendo,

che nel caſo della ſuppoſizione di dy=co, cioè di dx = o,

la x farà figura di ordinata, ſe nell' altra ſuppoſizione

la faceva la p . Che ſe nè la prima ſuppoſizione di

dy=o, nè la ſeconda di dy = co ci fornirà valore alcu

no reale della y, ſi dovrà concludere, che la propoſta

curva non a nè maſſimi, nè minimi.

74. Serve queſto metodo per avere una compiuta,

ed eſatta idea delle curve; per ricavare, in quali punti

le tangenti ſieno parallele agl'aſſi conjugati ec. Ma ol

tre ciò ſi applica ad infinite queſtioni, che in tale pro

poſito poſſono farſi sì geometriche, come fiſiche; tale

ſarebbe il ricercare fra gl'infiniti parallelepipedi di una

data
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data ſolidità, quale ſia quello, che abbia la minima ſu

perficie; ſiccome il ricercare tra le infinite vie, che può

tenere un mobile, per giugnere da un punto all'altro

non poſto nella medeſima verticale, quale ſia quella -,

che ſarà traſcorſa nel minimo tempo con una data leg

ge di moto, ed altre ſimili. In tali queſtioni ritrovata

l'eſpreſſione analitica di ciò, che ſi vuole eſſere un .

maſſimo, o un minimo, ſi ponga eguale ad y , e fat

ta la differenziazione , ſi proceda avanti con le date

regole.

E S E M PI O I.

75. Sia la curva dell'equazione zav – xx =yy, e

ſi voglia ſapere, a quale punto dell'aſſe dell'aſſiſe e

corriſponda la maſſima ordinata ) , e coſa ella ſia .

Differenziata l'equazione, ſarà zadx – 2xdx=2ydy,

cioè dy = a– x . Facendo la ſuppoſizione di dy = o,

dx ſy

dovrà eſſere zero il numeratore della frazione , ,

e però ſarà a– x=o , onde x = a ; adunque la maſſi

una ordinata corriſponde a quell'aſſiſſa, che ſia eguale

ad a ; ſoſtituito queſto valore in luogo di e nella pro

poſta equazione , ſarà 2aa– aa = yy, cioè ſy Fit a ; la

maſſima ordinata adunque poſitiva, e negativa è eguale

ad a. Facendo la ſuppoſizione di dy = co, dovrà eſſe

re zero il denominatore della frazione, e però ſarà V E o, -

foſti
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ſoſtituito per tanto queſto valore in luogo di y nella .

propoſta equazione, averermo x = o, ed x = 2a; vale a .

dire, che x = o ſarà la minima, ed e - 2a la maſſi

ma; o più propriamente, che quando ſia x = o, ed

a = 2a, eſſendo infinita la dy riſpetto alla dx, la ſot

totangente ſarà nulla, cioè la tangente parallela alle ,

ordinate y .

E s E M P I o II.

76. Sia la curva dell'equazione ex – ax = yy .

Differenziando ſarà dy = 2x – a . La ſuppoſizione di

- dx 2y

dy= o ci dà a - a, ma ſoſtituito queſto valore in luo.

2,

go di x nella propoſta equazione, la y ſi trova imma

ginaria, dunqne la curva non ſi ordinata, che a tale

aſfiſſa corriſponda, e però molto meno averà maſſima

o minima. La ſuppoſizione di dy = co , cioè di dx = o

ci dà vizo, vale a dire, che la tangente ſarà perpen

dicolare all'aſſe dell'aſſiſe e nel punto, in cui è , - o,

il quale corriſponde alle due aſſiſe e - o, ed x = a ,

poichè ſoſtituito in luogo di y il zero nella propoſta .

equazione, ſarà ce - ax = o , e però e - o, ed

X - 2 -

ESEM
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E S E M P I O I I I.

77. Sia la curva dell'equazione 2axy=a' - axx –

bxx, in cui le e ſono le aſfiſſe, y le ordinate. Diffe

renziando ſarà 2axdy - 2aydx= 2axdx –2bxdx, e però

dy = ax – bx – ay. La ſuppoſizione di dy=o ci dà

dx a X'

x = ay , e ſoſtituito queſto valore nell'equazione pro

a – b

poſta, ſarà 2aayy=a' - a 'yy–aabyy, cioè Vy= a Xa–b,

a– b 2,

a – b

ed y = + V aa – ab, maſſima, o minima ordinata. E

poichè abbiamo x = ay, fatta la ſoſtituzione del valo

a – b

re della y , farà x = + a V a , aſſiſſa, a cui corriſpon

V a 5 -

de la ritrovata maſſima, o minima ordinata . La ſuppo

ſizione di dy = co, o ſia di dx = o ci dà az - o, cioè

x = o , e fatta la ſoſtituzione nella propoſta equazione,

ſarà a º = o, ma implica, che una quantità data finita

ſia zero, adunque la curva non averà altri maſſimi, o

minimi dai ritrovati nella prima ſuppoſizione, i quali

per l'ambiguità de ſegni ſono due, ed eguali; uno po

ſitivo, che corriſponde alla aſfiſſa poſitiva, l'altro nega

tivo, che corriſponde alla aſſiſa negativa.

78.
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78. Ci dà il metodo confuſamente i maſſimi, e

minimi, nè in forza di eſſo ſi poſſono diſtinguere ,

gl'uni dagl'altri, ſi riconoſcono però quando ſia noto

l'andamento della curva; ma ſenza tale notizia ſi può

procedere così. Si aſſegni all'aſfiſſa nell'equazione data

un valore per poco maggiore, o minore di quello,

che corriſponde alla maſſima, o minima ordinata , di

cui ſi tratta, ed il valore dell'ordinata, che indi naſce,

ſcioglierà il queſito ; poichè ſe ſarà maggiore di quello

ſomminiſtratoci dal metodo, la queſtione ſarà de mini

mi; ed all'oppoſto eſſendo, ſarà de maſſimi. La cur

va adunque di queſt'eſempio avrà due minimi.

E s E M PI O I V.

79. Sia la curva MADEAN (Fig. 53. ) dell'

equazione x' - y'zaxy, A BEx, BE=y. Differenzian

do ſi averà dy = ay–3xx, e però facendo la ſuppoſi

7; - ax

zione di dy= o, ſarà , z 3xx, e fatta la ſoſtituzione di

dl

3

queſto valore nella data equazione, ſi trova x= a Va,

3

quindi poichè , - 3xx, ſarà , - a i 4= B E la maſſi

d 3

ma ordinata nella curva, la quale corriſponde all'aſſiſ

Tom. II. O ſa
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fa x = a l 2 = AB. La ſuppoſizione di dx = o ci

3

darà x = 3yy, e fatta la ſoſtituzione nell'equazione data,

dº

ſarà y = a i 2, quindi x = a º a la maſſima AC,

T- 3

cui corriſponde y = CD = a l 2 , che è tangente nel

3

punto D.

8o. Ma prima di paſſare più avanti con gl'eſem

pj, è neceſſario prevenire un caſo, che ſuole alcuna -

volta ſuccedere, ed è che tanto la ſuppoſizione di

dy=o, quanto quella di dy= co ci forniſca un medeſi

mo valore dell'ordinata, o dell'aſfiſſa, ed in tale caſo

non ſi determina alcun maſſimo o minimo , ma bensì

un punto di interſecazione, o d'incontro di due rami

della curva . E la ragione è evidente, imperciocchè

eſſendo di eguale ad una frazione, ſe dal numeratore

dx

ſi ricava lo ſteſſo valore della x, per eſempio, che ſi

ricava dal denominatore, queſto valore, o radice ſoſti

tuita renderà nullo l'uno e l'altro, e però in quel tal

punto di curva ſarà d' E o , ma ſi è veduto di ſopra al
-

- -

num. 69., che dy = o indica ſempre incontro di due

dg o -

rami di curva, adunque ec.

ESEM
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E S E M P I O V.

sº 81. Sia la curva G FM (Fig. 51.) la Parabola cu

bica dell'equazione y–az Va –2aax - axx, BE =

EF=a, BC=x, CG =y. Differenziando ſarà d» =

dx

2ax– 2aa . La ſuppoſizione di dy = o ci

2,

3 X a'– 2aax +- axx 7

dà x = a ; la ſuppoſizione di dy = co ci dà parimenti

a = a , adnnque la curva a un punto d'incontro F, che

corriſponde all'aſſiſſa x =a, ed alla minima ordinata -

ſy= a , che ſi cava dalla propoſta equazione , ſoſtituito

in luogo di x il ſuo valore.

Sia la ſteſſa equazione, ma libera da radicali, cioè

ſy” – 3ayy - 3aay – a' = a' – 2aax +- axx ; differenzian

do ſarà dy = 2ax – 2aa . La ſuppoſizione di dy = o

º 3yy– 6ay + 3aa -

ci dà e - a , e poſto queſto valore nella propoſta -

equazione, ſi ricava y= a . La ſuppoſizione di dy=co

ci dà pure y= a , adunque x =a, ed y=a ci danno il

punto F, che è un punto d'incontro, o contatto de'

due rami GF, FM, e nello ſteſſo tempo la minima 5.

Ma ſe opereremo ſopra l'equazione y-aza 3 X a– x 3,

O 2 che
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m -

--

che eſprime il ſolo ramo GF (y–aza 5 xs Fa 3

eſprimerebbe l'altro ramo FM) averemo dv - –2a 5
dº l

3 X a– x 3

La ſuppoſizione di dy= o nulla ci fa ſapere; la ſuppo

ſizione di dy=co ci dà e za, e però viza, ed il pun

to F in queſto caſo ci forniſce un maſſimo riſpetto alla

x , ed un minimo riſpetto alla y .

82. Diſſi, che la ſuppoſizione di dy = o, che ci

I -

dà 2a 3 = o nulla ci fa ſapere , intendendo riſpetto ai

maſſimi finiti, perchè comprendendo anco gl'infiniti,

- I

ella ce ne ſomminiſtra due . Se 2a 3 = o , ſarà dunque

a = o, e ſoſtituito queſto valore nella propoſta equazio

ne, ſarà eſſa y = Vº, cioè a zit VE , e però a

O O

ed y infinite. Due ſono i maſſimi, ſervendo uno al ra

mo FG, l'altro al ramo FM, poichè poſta a - o, l'e

quazione ambedue gli eſprime .

Naſcerà generalmente queſto caſo ogni qual volta

la ſuppoſizione di dy= o, o di dy = co ci dia un'eſpreſ

ſione finita coſtante, o un diviſore coſtante eguale al

zero, il qual valore ſoſtituito nell'equazione propoſta .

non porti o immaginario , o contradizione ; e la ragio

: - Il c
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ne ſi è , che una quantità finita non può eſſere preſa .

per zero, ſe non riſpetto a quantità infinita.

E s E M PI o VI.

83. Sia la curva ( Fig. 54 ) dell' equazione ,

a -2ax' - aaxx = y*, A BEa; AC, o A Pz x ; CM,

o PM=y; differenziando ſarà d»=4x – 6axx - 2aax.
- dx 4y 3

La ſuppoſizione di dy = o ci dà tre valori di x , cioè

x = o, x = a, x = , a ; il valore x = o ſoſtituito nella

propoſta equazione rende y = o, il valore x = a rende

p = o, il valore x = ; a rende y = + a. La ſuppoſi

2,

zione di dy = o ci dà 5 = o, adunque la y â il me

deſimo valore nell'una, e nell'altra ſuppoſizione, quan

do ſia x = o, ed x = a, quindi i punti A, B ſaran

no punti d'incontro de'rami della curva, ed v = a = AC

darà la maſſima ordinata , z + º a = CM, o Cm . Il

luogo del ſopra poſto eſempio può chiamarſi luogo dop

pio, il quale naſce dall'eſſere alzata al quadrato l'una,

o l'altra delle due ſemplici formole ax – xx = yy, al

circolo, o pure xx – ax = yy, all'iperbola. Quindi

non ſarebbe baſtato il ridurre l'equazione al ſemplice ,

circolo , o alla ſemplice iperboli, ma era neceſſario

aver mira alla complicazione delle dette curve fra loro.

ESEM
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E S E M PI O VI I.

84. Sia la curva della Fig. 55., la di cui equazio

ne yy = aax –2axx + x', AP = x, PM=y, A D=2a.

Differenziando ſarà dr - a –4aax - 4ass-s º , cioè

- dx 2,

ſy X 2a– x -

dy = a –4aax - 4axx – x'. Prima di andare più avan

a– x V x X 2a – x 2

ti oſſervo, che tanto il numeratore della frazione ,

quanto il denominatore è diviſibile per a– x ; adun

que, e nella ſuppoſizione di dy = o, e in quella di

dy = oo ſi averà a–x=o, cioè e z a , che ſoſtituito

ci dà 3 = o, e però la curva avrà un nodo nell'aſſe ,

al punto B, fatta A B = a . Fatta per tanto la diviſio

ne, ſarà di E aa -3ax + xx . La ſuppoſizione di
i =

2a–x l 2ax – xx

dy=o ci dà e - 3a E a º 5 ; il valore x = 3a - a v 5
2. 2

non ſerve, perchè ſoſtituito nell'equazione propoſta -

rende immaginaria la ordinata, la quale è generalmen

te immaginaria, qualora ſi aſſuma x maggiore di 2a,

come manifeſtamente ſi vede. Soſtituito perciò l'altro

valore
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valore x = 3a–a v 5, ci dà V = + a VZiº -

2 a +- a V 5

Fatta adunque A P = 3a – a v 5, ſaranno PM, PM le

2,

maſſime ordinate, poſitiva l'una, e negativa l'altra -,

ed = t a , /7a– 3a V 5 .

- a +- a V 5

La ſuppoſizione di dy = co ci dà e z o, ed x = 2a;

ſoſtituiti queſti valori nell'equazione propoſta, ſi averà

ſy = o, ed y = co; vale a dire, che preſa x = o, cioè

nel punto A, la tangente ſarà parallela alle ordinate .

PM, e preſa x = 2a = AD , la ordinata ſarà infinita,

cioè aſintoto della curva riſpetto ai rami BH, B I.

E S E M P I O V I I I.

85. Sia la Concoide dell'equazione yy =

aaxx – x * - 2aabx – 2bx º – bbxx - aabb. Differenziando

-X 2:

ſarà dy = – x º– bx º –aabx – aabb

da

it xx Vaaxx – x * + 2aabx-2bx” –bbxx +- aabb

Nel primo Libro al num. 239. ſono ſtati da me con

ſiderati tre caſi di queſta curva; il primo quando ſia .

a = b ; il ſecondo quando ſia b minore di a ; ed il terzo

quando b ſia maggiore di a .

Riſpetto al primo caſo: la curva ſarà quella della .

Fig.
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Fig. 56. , e l'equazione yy = a -2a'x–2ax – x ,

ºcº

preſa GA=GP = a, GE=x, E M=y; e differenziando,

La ſuppoſizionedy = –x * –ax º – a º x – a º

d

it xx V a * - 2a” x– 2ax º – x º

di dy = o ci dà il numeratore eguale al zero , cioè
-

a + a X x - a 'zo; e però a z –a, il qual valore, ſo

ſtituito nell'equazione della curva, ci dà pazo. La ſup

= co ci dà il denominatore eguale al zepoſizione di dy

-º

ro, cioè ex V x - a X aa – xx = o, e però a z o,

a =– a, ed x = a ; ma il valore x = – a ſi è trovato

anche nella ſuppoſizione di dy = o, adunque quando ſia

v =–a , cioè preſa G P=a, la curva averà nel punto P

un incontro di due rami.

Il valore x = a ſoſtituito nell'equazione ci dà vizo,

adunque la medeſima e ſarà - a - GA, a cui corriſpon

de y=o, Il valore x = o ſoſtituito ci dà va co; adun

que per lo punto G, in cui a zo, condotta una paral

lela alle ordinate, toccherà la curva in infinita diſtanza,

vale a dire, ſarà un'aſintoto,

Riſpetto agli altri due caſi: (Fig. 57. 58. ) ſia GA=

G K = a, G P=b, ed il reſto come ſopra. La ſuppoſi

zione di dy=o ci darà –x “-bx' –aabx–aabb = o,
- - - 3

cioè a + b X-x –aab=o, e però a z-b, sez=p aab.

La
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La ſuppoſizione di dy = co ci darà

aex Vaaxx – x * - 2aabx– 2bx º– bbxx +- aabbz o, cioè

º x V x +-b Xaa–xx = o, e però a - o, x = – b,

3 = d 2 x = - a .

Il valore x = – b, che nel ſecondo caſo ſoſtituito

nell'equazione rende y = o, ci viene ſomminiſtrato da .

ambedue le ſuppoſizioni, adunque (Fig. 57.) preſa GP

dalla parte de negativi, ed F – b, il punto P ſarà un'

incontro, o ſia una interſecazione di due rami di curva.

Lo ſteſſo valore x =– b, ſoſtituito nell'equazione della .

curva + y = b + x Vaa–xx, ci dà nel terzo caſo ne

32

gativo il radicale, per eſſere b maggiore di a , e però

immaginaria la curva, quindi a nulla ſerve.

Il valore x = i –aab, ſoſtituito nell'equazione della

curva, ci dà vizieVET 3ab º–aab + 3abb,

i al

cioè immaginaria pure, quando ſia b maggiore di a

(Fig. 58.), e però ſimilmente a nulla ſerve in queſto ter

zo caſo; ma ci dà , reale quando ſia b minore di a,

e però (Fig. 57.), fatta GI= i –aab , ſarà IN la maſ

ſima ordinata ) =it Va Tbi albi 3ablº Tab. 3abb.

3 e –

P abb

Tom. II. P Il
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Il valore x = o ci dà , - co, cioè aſintoto; Il valore

v = + a ci dà , - o, cioè la tangente ne punti A, K

parallela all'ordinate.

E S E M P I O I X.

86. Sia la mezza Cicloide abbreviata AMF(Fig.59.),

chiamata ABE 2a, BF = b, A P = x, PMEz, la ſemi

periferia ANB=c, l'arco AN=q; ſarà PN= v2ax–xx,

NM=z – 2ax Fxx, e per la proprietà della curva,

è ANB, B F:: AN, NM; cioè c, b :: q, NM = bq;

c

dunque bg = z – . 2ax – xx . Differenziando, big =
c C

dz – adx + xdx; ma condotta mp infinitamente proſſi

l 2ax- x'ag

ſima ad MP, ſarà Nn = da = adx , quindi fatta la

l 2ax- º 37

ſoſtituzione nell'equazione, averemo dz = ab - ac– cx

d T –
cl. 2ax – xx

La ſuppoſizione di dz = o ci dà e z ab - a . Se adun

c

que H ſia il centro del circolo, preſa H E eguale alla

quarta proporzionale della ſemiperiferia A N B, della .

retta B F, e del raggio, la corriſpondente ordinata ſarà

la maſſima, che ſi cerca . - - -

La
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La ſuppoſizione di dz = co ci dà e Eo, ed «zza,

s vale a dire, che ne punti A, F la tangente ſarà paral

lela alle ordinate.
-

-

ai

PR o B L E M A 1.

87. Dato il rettangolo ADCB, (Fig. 6o.) ſi dimanda

la minima retta Q H, che ſi poſſa condurre per lo punto C

nell'angolo Q AH. - -

Sia AB=a, Bce b, BH=x, ſarà che il F,

e per i triangoli ſimili HBC, HAQ, averaſſi H B,

HC :: HA , HQ ; cioè a , V bb + xx :: x + a , H Q =

a + a V bb + xx . Suppoſta per tanto la Hg =y, come

3G
-

ſe foſſe l'ordinata di una curva, onde ſi abbia , -

se - a v bb - xx, e differenziando, ſarà dp = x'– abb
-

ag º «s V l Ess

La ſuppoſizione di dy=o ci darà e - V abb, e però

fatta BH = V abb, e condotta HCQ, ſarà eſſa la mi

nima, che ſi cerca. La ſuppoſizione di dy = co ci da

rà x = V –bb immaginaria, ed a - o, che a nulla -

ſerve, quando non s'intenda, che la retta condotta -

per lo punto C, che in queſto caſo ſarebbe B C infini

P 2 taIIlCIl
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tamente prodotta, ſia un maſſimo, appunto per eſſer

infinita .

In queſte tali queſtioni adunque baſterà differen

ziare quell'eſpreſſione, che ſi vuole eſſere un maſſimo,

o minimo, ed indi ſupporre eguale al zero il numera

tore, poi il denominatore,

P R O B L E M A II.

88. Diviſa la retta AB (Fig. 61. ) in tre parti

date AC, CF, FB, ſi dimanda il punto E, in cui de

veſi tagliare la porzione di mezzo CF per modo, che il

rettangolo AE X E B abbia al rettangolo CE X EF la

minima ragione poſſibile.

Si chiami AC = a , CF = b, CB = c, e CE= e,

ſarà AE = a + x , EB = c–x, EF= b–x, e però

farà il rapporto AE X E B = ac+ cx –ax –xx, che

CE X E F bx –xx

deve eſſere un minimo. Il differenziale adunque ſarà

cxxdx –bxxdx –axxdx - 2acxdx – abcdx , e poſto il

2.

bºx – xx -

numeratore eguale al zero, averemo

a = -ac e V abcc - abbe aabc - acce . Un valore poſi

c – b– a

tivo, che ci dà il punto ricercato E da C verſo B -

l'altro



ANALITICHE LIB. II. 545

l'altro negativo, che ci darebbe il punto E da C verſo

A . Poſto il denominatore eguale al zero, averemo

a = o, ed x = b, ne quali due caſi il rapporto de

rettangoli ſarà il maſſimo, perchè preſa x = o, il pun

to E cade in C; e preſa x = b, il punto E cade in .

F, e però sì nell'uno, come nell'altro caſo il rettan

golo CE X EF è zero.

P R O B L E M A I I I.

89. La data retta AB ſi debba tagliare talmente ,

-º

nel punto C, che il prodotto AC X CB ſia il maſſimo di

tutti i prodotti ſimili.

Chiamata A B = a , AC= x, ſarà CB = a– x ,

e però Acx CB = axx – x” . Il differenziale ſarà

2axdx – 3xxdx , il quale paragonato al zero, darà

x = 2a, ed x = o . Preſa per tanto AC = x = 2a, il

7 , T

prodotto Ac X cB ſarà il maſſimo; e preſa x = o, il

prodotto ſarà in un certo modo il minimo, perchè ſa

rà zero, cadendo il punto C in A. Non eſſendo la .

differenziale una frazione, non a luogo l'altra ſolita .

ſuppoſizione del denominatore eguale a zero, ma ſe ,

ſi voglia conſiderare l'eſpreſſione del prodotto axx–x ,

COIIle
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come un'ordinata di curva, converrà per la legge degl'

omogenei dividere eſſo prodotto per un piano coſtante,

e così il differenziale ſarà una frazione del denominato

re coſtante; ma eſſa coſtante non può mai eſſer zero,

ſe non relativamente alla x aſſunta infinita, e certamente,

che allora il prodotto ſarà un maſſimo, quando ſia

ACE & E co .

-2

'O detto, che il prodotto AC X CB è un maſſi

mo, quando ſia Ac= 2a, il che chiaramente ſi vede

dal deſcrivere la curva dell'equazione azz – x = y ,

dal

poichè tutte le ordinate tra A, e B ſono minori di

quella, che corriſponde all'aſfiſſà x = 2a. Soſtituito
3

nell'equazione l'altro valore x = o, ſarà p = o, dal

che ſi conchiude, che eſſo valore a nulla ferve .

9o. Nel Problema antecedente, ed in tutti quelli

di ſimil natura ſi può fare uſo di queſto metodo per

conoſcere, ſe le queſtioni ſono de' Maſſimi , o de'

Minimi .

PR O B LE M A 1 V.

91. Fra tutti i parallelepipedi eguali ad un dato cu

bo, e de quali ſia dato un lato, ſi dimanda quello , che

abbia la minor ſuperficie.

II
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Il dato cubo ſia a ', ed il lato cognito del paral

lelepipedo ſia = b , uno de lati, che ſi cercano, ſia..

= x ; il terzo ſarà - a , poichè il prodotto de tre,

bx

forma il parallelepipedo eguale al dato cubo a . I pro

dotti dei lati preſi a due a due , cioè bre, a ' , a

3C dº

formano i tre piani, che ſono la metà della ſuperficie

del parallelepipedo, e però la ſomma di queſti, cioè

bx + a -a deve eſſere il minimo, che ſi cerca. Dif.
a b

ferenziando adunque, avremo bix – a dx , o ſia .

2.27

bxxdx –a dx . La ſuppoſizione del numeratore eguale

ex XC

al zero ci dà v = 1/a' ; ſaranno adunque i tre lati del

b

parallelepipedo, che ſi cerca, b, Vi , ed a º

b -

b a º

Vº.

cioè Vº. , e però eguali ſaranno i due lati, che ſi

- -7

cercano. La ſuppoſizione del denominatore eguale al

zero a nulla ſerve, perchè ci dà a - o, il che diſtrug

ge il problema. - -

9

Se ſi voleſſe il parallelepipedo con le aſſegnate

- COIl
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condizioni, ma ſenza aſſumere lato alcuno per dato,

chiamatone uno - e, ſono gl'altri due eguali tra loro,

ed = LA a ', e la ſomma de tre piani, che deve eſſe

ar

re un minimo , ſarà 2x V a +- a', e differenziando,

A 3C

a dx – a dx , o ſia asis – ais Va , e fatto

- sx º

* Va - -- X X' a º

º

il numeratore eguale al zero, ſi averà x = a , e gl'al

tri due lati parimenti = a , ed il cubo ſteſſo ſarà il pa

rallelepipedo, che ſi cerca.

P R O B I, E M A V.

92. Fra gl'infiniti coni inſcritti in una sfera, de

terminare quello, la di cui ſuperficie conveſſa, cioè non .

compreſa la baſe, ſia la maſſima .

Nel ſemicircolo ABD (Fig. 62. ) ſieno i triangoli

ABC, AE H , e ſi giri il ſemicircolo attorno al diame

tro -4 D ; nel mentre, che egli deſcrive la sfera, i

triangoli deſcriveranno tanti coni , ma poichè da Archi

mede ſi dimoſtra, che le ſuperficie de coni inſcritti

ſono tra loro, come i prodotti AEX E H, AB X BC,

la
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la queſtione ſi riduce a determinare nel diametro A D

il punto C tale, che il prodotto ABX BC ſia il maſs

ſimo .

º Chiamo adunque AC = x, AD = a ; ſarà, per

la proprietà del circolo, CB = v ax Fxx, AB= vas,

ed A B X BC = V ax Vax–xx = l aaxx– axº. Diffe

renziando adunque, averemo 2aaxdx – 3axxdx , e ,

2 V aaxx – ax º

fatto il numeratore - o, ſarà a - 2a, ed x = o ; fatto

3

il denominatore - o , ſarà e E a , ed x = o . Pre

2, - -

fa adunque Ac - ; AD, la ſuperficie del cono deſcrit

to dal triangolo ABC ſarà la maſſima, che ſi cerca ..

Gl'altri due valori x = o, ed x = a non ſervono, co

me è chiaro .

P R O B L E M A V I.

93. Dato l'angolo FDG, (Fig. 63. ) e dato di po

ſizione il punto A, ritrovare la minima retta , che nel

dato angolo paſſi per lo punto A . -

Sia CB quella, che ſi cerca, e ſi tiri A Q norma

le ad FD, FAP normale a DG, e CK normale ad

Tom. II. Q FP ,
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FP . Poichè è dato l'angolo FD G, e l'angolo F PD

è retto, ſarà noto l'angolo A FQ, ma è in oltre dato

di poſizione il punto A, dunque ſaranno note le Q A,

g F, FA, Q D. Sia per tanto Q F= a , Q A = c ,

g D = b , e la QC = x , ſarà FA = V aa - cc,

CA = V cc + xx, FD = b + a , FC = a– x . Ma per i

triangoli ſimili FA Q, FDP, è FA, FQ :: FD, FP;

adunque FP = aa - ab , e però A P = ab-cc ; e

la 7a +- Cc - l aa +- Cc

per i triangoli ſimili FCK, FA Q, è AF, FQ :: FC,

FK, adunque FK = aa– av , onde AK = cc - ax ;

l aa +- CC l aa +- Cc

e finalmente per i triangoli ſimili AC K, A B P, ſarà

A K, CA :: A P, A B; adunque A B= ab Fcev cc - 2 º 3

CC +- ax

e però CB = V cc + xx + ab– cc V cc + xx , che deve

- CC - ax

eſſer la minima . Differenziando ſarà

acdx + xdx Xab-cc X cc - ax-adx X al –cc X cc - xx,
---

l cc+ xx – 2 –

X 2,CC +- a x A CC +- x x'

-

-

-

-

-

e poſto il numeratore E o, (riducendo prima al comun

denominatore ) ſarà cº + 2ccxx + bccx - cº– bcc = o s

- - de al a

equazione ſolida.

Per
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Per coſtruirla prendo l'equazione alla parabola -

ax = ay; fatta la ſoſtituzione, ſarà

ºy +2ccy + bccx - cº-bcc = o, luogo all'iperbola fra -
d ala dſl ſl. -

gl'aſintoti .

Ciò poſto, ſulla retta Q D ſi prenda Q M - ace, e

condotta dal punto M parallella ad AQ la retta .

MN = bcc, ſi tiri NS parallela a Q D, e fra gl'aſin

toti NS, NT ſi deſcriva l'iperbola HOV del rettango

lo coſtante E 2bc “+ aabcc –acº , e ſieno ſulla retta -

a º

Q F le x preſe dal punto Q ; e ad eſſe normali le p .

Indi all'aſſe A Q, vertice Q, parametro z a ſi deſcri

va la parabola QO dell'equazione xx = ay; dal punto

O, in cui la parabola taglia l'iperbola, condotta O C

parallela ad AQ, e dal punto C condotta per lo punto

A la retta CAB, ſarà eſſa la minima, che ſi cerca.

Ed in fatti, per la coſtruzione, è N S = x +-2cc,

de

So = y - bce, e per la proprietà dell'iperbola, deve
da a - -

eſſere NSX SO = al rettangolo coſtante , dunque ,

xy + 2ccy + bccx + 2bc * = 2bc + aabcc – ac” , ma -

- d aa a 3 a º

Q 2 CO -
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co = y= xx, per la proprietà della parabola, dun

que ſoſtituito in luogo di y queſto valore, averemo

x' - 2ccxx + bccx = bcc – cº, cioè

ei dal aa d dal -

v' -2ccxx +-bccx - cº– bcc = o, che è l'equazione -,

de d d

da cui ſi doveva ricavare il valore della x , adun

que ec. -

'O fatta la ſuppoſizione, che ſia zero il numera

tore della frazione, che eſprime il minimo .

L'altra ſuppoſizione, che ſia zero il denominato

2. - -

re, darà cc - ax l. cc - xx = o, cioè V cc + xx = o,

cc - ax = o ; ma V cc + xx = o ci dà e - V – cc im

maginaria, e però non ſerve ; cc - ax = o ci dà

x =– cc, ma preſa Qc = x = – cc, e condotta Ac,
d d

ſarà il triangolo Q A c ſimile al triangolo QFA, o ſia

P FD, e però l'angolo Qc A eguale all'angolo FD P;

quindi c A ſarà parallela alla DP , vale a dire la .

condotta dal punto c , e per lo punto A nel dato

angolo FD G ſarà infinita, che in certo modo è un .

maſſimo.

Più brevemente ancora ſi può vedere, che in .

queſto caſo la retta, che ſi cerca, ſarà infinita; poichè

nell'



ANALITICHE LIB, II. 553

nell'eſpreſſione V cc - xx +- ab–cc V cc - xx = CB,

cC -- axt

-

ſoſtituito in luogo di 3 il valore – cc, il denominato

d

re diviene zero, e però la linea infinita

CAPO
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-

C A P O I V.

De' Fleſſi contrari, e de Regreſſi.

94. Coſa ſieno i Fleſſi contrari, ed i Regreſſi,

è ſtato abbaſtanza detto nel Lib. I. Cap. VI., poſte le

quali notizie: Sia la curva ADEM (Fig. 64. ) con le

coordinate parallele, la quale abbia in E un fleſſo con

trario, o regreſſo; preſa una qualunque aſſiſa A B= e,

l'ordinata B D = y, e condotta CF parallela, ed infini

tamente proſſima a B D, egli è manifeſto, che aſſunta

dx = B C coſtante , creſcendo ſempre più la aſfiſſà .

A BEx, la differenza GF dell'ordinata B D, cioè la .

dy ſi farà ſempre minore fin'a tanto, che l'ordinata ſia la

HE, che corriſponde al punto del fleſſo contrario, o del

regreſſo, dopo del qual punto nell'uno, e nell'altro caſo

la dy anderà ſempre facendoſi maggiore. Adunque nel

punto del fleſſo contrario, e del regreſſo la dy ſarà un mi

nimo; ondé, per lo metodo de maſſimi, e minimi , ddy=o,

o pure dly= co ſarà la formola de fleſſi contrari, e de

regreſſi.

Se la curva ſarà (Fig. 65. ) prima conveſſa, e poi

concava all'aſſe A H : creſcendo parimente la aſfiſſà ,

creſce la differenza dell' ordinata ſino al punto E del

fleſſo
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fleſſo contrario, o regreſſo, dopo di cui va calando ,

ſarà adunque in quel punto la dy un maſſimo, e però

iſteſamente ſi dovrà porre ddy = o, o pure day = co .

Lo ſteſſo s'inferiſca ancora dal conſiderare, che -

nelle curve prima concave all'aſſe la differenza ſecon

da dell'ordinata », cioè la ddy è negativa ſino al pun

to E di regreſſo, o di fleſſo contrario, di poi ſi fa po

ſitiva; e nelle curve prima conveſſe eſſa differenza ſe

conda è poſitiva ſino al punto E, di poi ſi fa negativa;

ma una quantità qualunque non può da negativa farſi

poſitiva, o da poſitiva farſi negativa, ſe non paſſando

per lo zero, o per l'infinito, adunque nel punto E di

regreſſo, o di fleſſo contrario deve eſſere ddy = o, o

pure daly = co . - -

- Sia tangente della curva A E M prima concava all'

aſſe (Fig. 64.) nel punto D la retta DT, e nel punto

E la retta E P; creſcendo l'aſfiſſà A B, creſcerà ſempre ,

l'intercetta A T fra la tangente, e l'origine delle aſſiſe

fino a tanto, che il punto B cada in H, dopo di che

nel caſo del fleſſo contrario creſcendo ancora l'aſſiſa .,

calerà eſſa intercetta, adunque nel punto E di fleſſo con.

trario l'intercetta A P=ydx-x dovrà eſſere un maſſi

dy

mo, e però differenziando , preſa da coſtante , ,

dy dx –ydxddy–dy dx eguale al zero, o all'infinito,

dy” -

cioè
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cioè riducendo, dividendo per -3dx, e moltiplicando

per dy” , ſarà finalmente day= o, o pure day = co . Nel

caſo, che il punto E ſia di regreſſo, creſcendo l'inter

cetta AT, creſcerà pure l'aſſiſſa,A B, fino a che il pun

to T cada in P, e l'aſfiſſa ſarà A H, oltre il qual punto

T l'aſſiſſà anderà calando ; ſarà adunque AH un maſſi

mo, e però la ſua differenza eguale al zero, o all'in

finito, adunque relativamente a tale differenza ſarà in

finita, o zero la differenza di AP, e però ddy = co,

o pure day - o, come prima.

Se la curva (Fig. 65.) ſia prima conveſſa all'aſſe ,

l'intercetta A T ſarà z e – y dx, e la differenza -

dy

dvdy – dxdyº - vividdy, o ſia ydxddy, e però dividen

dy 2. dy 2.

do per ydx, e moltiplicando per dy”, ſi avrà nè più ,

nè meno di zo, o pure day = co.

Nella curva D E M, (Fig. 66. ) eſſendo A l'origine

delle aſfiſſe x, ed E il punto del fleſſo contrario , l'in

tercetta A P ſarà - A H - HP, ma in tale caſo la ſot

totangente HP è negativa, vale a dire – Vdx, adun

- dy

que ſarà A P= x –ydx, onde ſi vede, che in neſſun

dy

modo eſſa intercetta AP potrà eſſere x + ydx.
-

,

95. Serve la ritrovata formola per le curve, che .

ánno
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inno le ordinate parallele, cioè che ſono riferite ad un'

aſſe, o diametro; ma ella è diverſa nelle curve riferite

al fuoco.

Sia (Fig. 67. 68. ) la curva ADE, il fuoco Q, da

cui partono le ordinate Q D, e ſia Qd infinitamente ,

proſſima alla Q D; condotta QT normale a QD, e Qt

normale a Qd, ſi tiri DT tangente della curva nel

punto D, e (dt) tangente nel punto d ; la Qt prodotta,

ſe fa biſogno, incontrerà DT nel punto o. Ora è chia

ro, che creſcendo le ordinate, ſe la curva è concava -

verſo il fuoco Q, (Fig. 67. ) ſarà Qt maggiore di QT ;

ma ſe la curva è conveſſa verſo il fuoco Q, (Fig. 68. )

ſarà Qt minore di QT ; adunque nel paſſare la curva -

da concava ad eſſer conveſſa, o vicendevolmente, cioè

nel punto del fleſſo contrario, e regreſſo, la quantità

(ot) dovrà farſi da poſitiva negativa, o all'oppoſto, e

però dovrà paſſare per lo zero, o per l'infinito.

Sia pertanto Q D=y, D ME dx, e col centro Q ſi

deſcrivano gli archi infiniteſimi D M, TH; ſaranno ſi

mili i due triangoli d MD, d QT, ſiccome d Qo, T Ho,

e però ſarà d M, MD :: d Q, o ſia D Q, QT, cioè dp,

dx :: y, QT = Vda , ma ſono ſimili pure i due ſettori

dy

D QM, TQ H; quindi Q D, D M :: QT, TH, cioè

y, dx :: ydx, TH = dv , e per la ſimilitudine del trian

dy dy -

Tom. II. R goli
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goli dgo, THo, ſarà do (o ſia D Q), Qo (o ſia

gT) :: TH, Ho; cioè , , yds :: dxº, Ho- dx'; ma

dy dy dy”

Ht ( Fig. 67. ) è la differenza di QT, cioè Ht =

dxdy” – ydxddy, ( preſa per coſtante da ) adunque a

dy

to=t H - Ho = dxdy –ydxddy - dx', che deve eſſere

dy”

eguale al zero , o all'infinito, e però anche moltipli

cando per dy”, e dividendo per dz, ſarà dp –yddy -

dx º eguale al zero, o all'infinito.

Nella Fig. 68. la (ot) viene ad eſſer negativa, e però

=– dxdyº + ydxddy– dx”, onde dividendo per – dx,

dy

e moltiplicando per dy“, ſarà dx - dy –yddy eguale

al zero, o all'infinito.

2.

2.

Se per tanto una curva qualunque riferita al fuoco

q, (Fig. 69. ) le di cui ordinate QB = y, e gli archet

ti BC = dx, averà un fleſſo contrario, o regreſſo, la .

formola generale per determinarlo ſarà dpº - dx º –

pddy = o, o pure dy + dx -yddy = oo.

Se ſi ſupponga y infinita, nella formola dx - dy” –

pddy ſaranno nulli i primi due termini riſpetto al ter

zo, e però ſarà - ddy eguale al zero, o all'infinito,

e dividendo per -) , averemo ddy = o, o ddy = co ,

ClOe
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cioè la formola del primo caſo delle curve riferite al

diametro, come appunto deve ſuccedere; perchè, ſup

poſta y infinita, le ordinate ſono tra loro parallele.

96. Data la natura della curva, per mezzo di un'

equazione, e ſuppoſta dx coſtante, differenziando due

volte, ſe l'equazione è algebraica; una ſola, ſe è dif

ferenziale del primo grado, a fine di avere il valore ,

della ddy dato per dx, queſto paragonato al zero, indi

all'infinito ci fornirà i valori dell'aſſi ſà x, ai quali cor

riſponde l'ordinata , , che incontra la curva ne' punti

di fleſſo contrario o regreſſo, ſe però, poſti tali valori

in luogo di x nell'equazione della curva, ſi abbia la .

ſy reale, che ſe la y ſarà immaginaria, o involverà

contradizione, la curva non avrà tali punti .

97. Per diſtinguere i feſſi contrari dai regreſſi,

giacchè il metodo ci dà confuſamente gl'uni, e gl'al

tri, baſterà vedere a un di preſſo l'andamento della .

curva, e queſto ci darà il lune neceſſario per determi

narli.

98. Un'altra ſorta di regreſſo poſſono avere le ,

curve diverſa da quella , che ora ſi è conſiderata,

ed è quando la curva ritorna indietro verſo la ſua ori

gine rivoltando la ſua concavità a quella ſteſſa parte , ,

a cui la rivolgeva prima del regreſſo. Dopo aver trat

tato de'Raggi Oſculatori, darò alla fine del ſeguente Ca

R 2 po
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po la formola generale anche per i regreſſi di queſta

ſeconda ſorta .

E S E M P I O I.

99. Sia (Fig. 51. ) la parabola cubica dell'equa

zione y = a + Va – 2aax - axx, che ſi è veduto

nell'Eſempio V. del Capo antecedente num. 81. avere

un punto d'incontro . Differenziando è adunque -

dy = – 2aadx + 2axdx , e differenziando di nuo

2.

3 X a º – 2aax +- axx 3

vo, preſa dx coſtante , ſarà

ddy = – 2adx º -

9 x a T2ax Faxx 5

La ſuppoſizione di ddy = o ci dà –2adx = o, il

che non ſerve ; fatta adunque la ſuppoſizione di ddy=co,
2,

sex = o, e però e - a . Soſtituito, in luogo di x, que

ſto valore nella propoſta equazione, ſarà p = a, adun

que la curva a un feſſo contrario, o regreſſo, che cor

riſponde alla aſfiſſà x = a, alla quale compete l'ordina

ta y = a , e perchè ſi fa altronde, eſſere pure queſto

ll Il
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un punto d'incontro, non potrà dunque eſſere un fleſſo

contrario, ma bensì un regreſſo.

Sia la ſteſſa parabola cubica, ma preſe le aſſiſe ,

A B = x dal vertice A, (Fig. 7o.) e Bc le y. L'equa

zione è avv = y', e differenziando 2axdx = 3yydy, e

differenziando di nuovo, preſa dx coſtante, ddy

- ºvdy + zada ; ma per l'equazione, ſi é 3),
33 y - -

=

3 - - - - - - - - - - - -

3x Vas , e per la prima differenziazione, dy =

2axdx -

=-, adunque fatte le ſoſtituzioni, ſarà day =
- 3 -

3x Vaas - ...

– 2adx º . - - -

3/– -

9x V aax -

La ſuppoſizione di ddy = o non ſerve; la ſuppoſi

- ( 3 - º - . . . -

zione di ddy = co ci dà 9x Vas = o, cioè v = o , il

qual valore ſoſtituito nell'equazione rende y = o, adun

que la curva a un regreſſo nel vertice A.

- - - - -
-

E s E M P 1 o 11.

º 1oo. Sia la verſiera D FM, ( Fig, 71.) la di cui

equazione y = a V a– x , A B = x, BF = y, A D=a.

3C - i ,

Diffe
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Differenziando, dy = – aadx , e di nuovo dif.

2x lº ax – xx º

ferenziando, preſa dx coſtante, ddy=3a' dx –4aaxdx .

-

4x Xax– xx º

La ſuppoſizione di ddy = o ci dà 3a –4aax = o,

cioè a - 3a, il qual valore ſoſtituito nell'equazione del
4

la curva rende y = a v i , onde preſa AB=: a, la -

ordinata BF = a v . incontrerà la curva nel punto F,

che ſarà un fleſſo contrario. La ſuppoſizione di ddy=co

– i

ci dà 4x X ax – xx * = o, cioè se - o, ed x = a , il

primo valore ſoſtituito nell'equazione rende y = oo ,

il ſecondo y = o ; ma nè l'uno, nè l'altro caſo porta -

fleſſo contrario, e porta ſolo, che sì l'aſintoto A Q,

come la tangente nel punto D è parallela alle or

dinate.
-
-

E s E M PI o III.

1oi. Sia ( Fig. 72.73. , e 74 ) la Cicloide dell'c

quazione dz F ardx + brdx – bxdx num. 47. Differen

b V 2rx – xx

ziando
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ziando, ſarà diz = arx – arr–brr X dx .

- 3

b X 2rx – xx º

La ſuppoſizione di ddzzo ci dà arx– arr –brr=o,

cioè e - r - br. Se a ſia maggiore di b , la cicloide
-

ſarà l'allongata; onde, preſa CE dal centro eguale alla

quarta proporzionale di BF, del ſemicircolo, e del rag

gio, e condotta l'ordinata E D, (Fig. 73.) incontrerà

eſſa la curva nel punto del fleſſo contrario D. Se ſia -

a minore di b, (Fig. 74. ) la cicloide ſarà la raccor

ciata; ma quando a 4 b, la x = r - br ſarà maggiore

di 2r, cioè maggiore di AB, nel qual caſo le ordina

te ſono immaginarie, perchè non vi è curva al di ſotto

del punto F, adunque la curva non a fleſſi contrari,

nè regreſſi. Se ſia azb, la cicloide ſarà l'ordinaria -,

(Fig. 72. ) e però a zr - bre 2r=A B, ed y=B F, il

dº

- che non ci dà fleſſo contrario, o regreſſo; ma bensì ci

fa ſapere, che la tangente in F ſarà parallela alle aſſiſ

ſe , o ſia al diametro A B .

3

La ſuppoſizione di ddzz oo ci dà bv 2rx – xx =o,

cioè x = o, ed x = 2r. Il valore x = o in tutti tre i

caſi ci dà la tangente nel punto A parallela alle ordi

nate. Il valore x = 2r nel primo, e fecondo caſo ci

dà



564 INSTITUZIO
NI

dà la tangente nel punto F iſteſamente parallela alle ,

ordinate; ma nel terzo caſo ci dà una contradizione ,

poichè eſſendo l'equazione dzz dx v 2r– x, ſoſtituito in

A x'

luogo di x il valore 2r, ſarà dz = o, ma non può eſſe

re dz = o, e aſſieme ddz = co, adunque tale valore a .

nulla ſerve in queſto caſo. . . . . I

E s E M P I o IV.
- - a - i I

1o2. Sia la Concoide di Nicomede di ſopra con

ſiderata al num. 85., la di cui equazione è

5) = aaxx – x + 2aabx -2bx -bbxx - aabb , o ſia .

ºrº - - --
-

y = b + x v aa– xx . Differenziando, ſarà

x' -

dy =– x dx – aabda, e di nuovo differenziando, pre

xx V aa– xx

fa dx coſtante , ddy = 2a Eagrºadbxx X dx” .

- - - - - - -

x º X aat.7

A riguardo de tre ſoliti caſi, che può avere que

ſta curva, comincio dal primo quando a z b. (Fig. 56.)

Ciò poſto, farà day = 2a - aax -3a xx X dx .

3

3 º X aa– xx º

La
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La ſuppoſizione di ddy = o ci dà 2a – aax' -

3a' xx = o, cioè e' + 3axx – 2a' = o, e riſolvendo
- -

l'equazione, x = 3aa – a, x=– 3aa–a, x =– a ;

il primo valore ci dà l'aſfiſſa G E = e=v3aa– a, a cui

compete l'ordinata E M =y = v 3aa º 2a v 3aa– 3aa,

- - V 3aa – a

che incontra la curva nel punto M del fleſſo contrario;

il ſecondo valore a nulla ſerve , perchè rende l'equazio

ne della curva immaginaria; il terzo ci dà un regreſſo

nel punto P. -

Riguardo agli altri due caſi, la ſuppoſizione di ddy=o

ci dà 2aab –x”–3bxx =o, o ſia x' - 3bxx–2aab=o.

Per avere adunque le radici di queſt'equazione, pongo

sex = bz, luogo alla parabola apolloniana, e fatta la ſoſti

tuzione, naſce il ſecondo luogo xz + 3bz – 2aa = o,

all'iperbola. -

Fra gli aſintoti A Q, AD, fatta A C = 2a, CN

normale = a, A D = 3b, e preſe ſull' aſintoto AD dal

punto D le x, ſi deſcriva (Fig. 75. ) l'iperbola GN F

del rettangolo coſtante - 2aa, paſſerà eſſa per lo punto

N; indi alzata D M normale alla D A, all'aſſe D M,

vertice D, parametro - b, ſi deſcriva la parabola dell'

equazione xx = bz.

Se adunque ſi aſſuma b maggiore di a , poichè

AD=3b, AC=2a, ſarà CD maggiore di b, ora preſa

Tom. II. S nella
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nella parabola la aſſiſſa z=a = CN, l'ordinata ſarà a -

vap, ma ſe a è minore di b, ſarà anco v ab minore -

di b, e però anco minore di CD; adunque la parabola

taglierà l'iperbola tra N, e D nel punto , per eſem

pio, I.

Ciò poſto, ſe ſi aſſuma x = –a, ſarà nella para

bola z = aa, e nell'iperbola z E 2aa , ma aa è mag
b - a - 3b b

giore di 2aa , dunque la parabola taglia l'iperbola -

- a -- 3b

nel punto I tale, che ſarà HI= –x minore di a, e ,

però queſta aſfiſſa averà nella concoide (Fig. 58.) la or

dinata reale, che ci determina il fleſſo contrario nel

punto, per eſempio N , del ramo inferiore KN. La

G M condotta dal punto G, altra interſecazione della pa

rabola, e dell'iperbola, ſarà neceſſariamente maggiore di

a, e però a tale aſſiſſà non corriſponde nella concoide

ordinata alcuna reale, onde queſto valore a nulla ſerve.

Finalmente il terzo valore T F ci darà l'aſſiſſa, a cui

compete l'ordinata nel ramo ſuperiore, che incontra la

curva nel fleſſo contrario M.

Sia b minore di a, ſarà (Fig. 76.) CD minore di

b, e preſa nella parabola la z - a - CN, l'ordinata ſarà

a = vab, cioè maggiore di b, e però maggiore di CD,

adunque la parabola paſſerà tra N, e C, quindi o non

taglierà eſſa l'iperbola, e i due valori negativi della e

nell'
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nell'equazione e' + 3bxx – 2aab = o ſaranno immagi

marj; o ſe la taglia, ſaranno eſſi ſempre maggiori di a,

ai quali nella concoide (Fig. 57.) corriſpondono ordina

te immaginarie, e però a nulla ſervono. Taglierà però

la parabola certamente l'iperbola dalla parte de poſiti

vi nel punto, per eſempio F; quindi la TF, che è

minore di a, ſarà il valore della x, a cui corriſponde

l'ordinata nel ramo AM della concoide, che l'incontra

nel punto del fleſſo contrario M.

Diſſi, che ſe la parabola taglia l'iperbola tra N,

ed O, i due valori negativi della x ſaranno maggiori

di a ; imperciocchè, preſa x = – a nella parabola -,

farà z = aa, e nell'iperbola z = 2aa , ma aa è minore

- 3b – a -7

di 2aa ; dunque fino a tanto, che x negativa non ſia

3b – a

maggiore di a, la parabola non taglierà l'iperbola -,

dunque la taglierà in un punto, in cui eſſa x ſarà mag

giore di a . Preſa e poſitiva - a . ſarà nella parabola .

z = aa, e nell'iperbola z = 2aa ; ma aa è maggiore di

- 3b + a b

2aa , dunque la parabola taglierà l'iperbola in un -

3b +- a

punto F tale, che ſarà TF minore di a.

La ſuppoſizione di ddy=co ci dà e 'X aa – xx º =o,

cioè x = o, ed x = E a ; vale a dire, che l'aſintoto,

S 2 - e
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e la tangente in A ſono parallele alle ordinate in tutti

tre i caſi, ſiccome la tangente in K nel ſecondo, e

terzo caſo; e nel primo, che in P vi è un punto d'in

contro ( come appunto portano i regreſſi) per eſſerci

ſtato ſomminiſtrato lo ſteſſo valore x = – a anche dalla

ſuppoſizione di ddy = o ; il quale punto d'incontro ſi è

trovato pure al num. 85. -

1o3. In altro modo. Prendo la ſteſſa Curva Con

coide, ma con le ordinate tutte, che partano da un pun

to fiſſo, cioè dal polo P. - -

Sia adunque PM= y, (Fig. 56. 57., e 58. ) e con

dotta PF infinitamente proſſima a PM, e col centro

P deſcritti gl' archetti MB , D H , ſia MB = dx,

AG = a , GP = b, e chiamata PD = z , HO = dz,

per la proprietà della curva, ſarà l'equazione y=zita,

cioè 5 = z - a riſpetto alla curva ſuperiore al di ſopra

dell'aſintoto GR, ed y = z – a riſpetto alla curva in

feriore. Differenziando adunque nell'uno, e nell'altro

caſo, ſarà dy = dz . Per la ſimilitudine de triangoli

PGD, D HO ( giacchè gl'angoli G D P, D O H non

differiſcono, ſe non per l'angolo infiniteſimo DP H ,

e gl'angoli H, G ſono retti) ſi averà PG, G D:: D H,

HO; cioè b, V zz-bb:: zdx, dz, e però dz = zdx vzz Ebb,

- y by

II)3
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ma dz = dy, dunque dg - zdx zz – bb ; e differen

by

ziando, preſa dx coſtante,

ddy = 2byzz–bºy –bz' - bºz X dxdz , mettendo da

bbyy v zz Fbb

in luogo di dy, e poſto il valore di dz , averemo

ddy = 2yz”– bbyz –zº +-bbzz X dx” , e finalmente ,

bby

ſurrogato il valore di y = z t a , ſarà

ddy = zº:t 2az' E abbz X dx .

3

bb X z it a

La formola delle curve riferite al fuoco ſi è vedu

to, eſſere dx - dy” –yddy = o, o pure= co; adunque,

poſti i valori di y, di dy, e di ddy, ſarà

abb F3abbzr 2azº X dx = o, o pure - co . La ſup

2,

bb X zi- a

poſizione della formola eguale al zero ci dà abbi- 3bbz

E 2zº = o . -
-

Sia in primo luogo a - b, e ſi voglia conſiderare

il ramo ſuperiore, ſarà zº–3aaz– a = o, ed i tre
, - e –

2, 2,

valori di z ſono zz-a , z - a- 3aa, z= a + v 3aa,

2. . - 2,

-

Imma
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ma è p = z - a, dunque ſarà , - o, y = 3a + ria,

p = 3a – v 3 a. Il terzo valore a nulla ſerve, perchè

2,

ci dà l'ordinata º minore di 2a, dove non è curva - ;

il ſecondo ci dà la ordinata , , che incontra la curva -

nel punto del fleſſo contrario, per eſempio M ; il pri

mo ci viene ſomminiſtrato anco conſiderando il ramo

inferiore, e determina il punto P di regreſſo, ed in .

fatti riſpetto al ramo inferiore ſarà z”– 3aaz - a' = o,

2, 2,

cioè i tre valori z = a, z= – a + v3 a ; ma in que

2,

ſto caſo ) = z – a , dunque averemo y = o , y =

– 3a + v 3 na; i due ultimi valori a nulla ſervono, che

2,

ci danno p negativa, dove non è curva.

Riguardo agli altri due caſi ( Fig. 57. 58. ) ſarà

zº– 3bbz E abb - o. Per avere le radici di queſta .
2, 2,.

equazione, pongo zz = bp , luogo alla parabola apollonia

na, e fatta la ſoſtituzione, naſce il ſecondo luogo all'

iperbola pr – 3bz = + ab, cioè poſitivo l'omogeneo di

comparazione riſpetto al ramo ſuperiore, e negativo riſ

petto all'inferiore. Fra gli aſintoti PQ, M N normali

in A, ſi deſcrivano le oppoſte iperbole ( Fig. 77.) ne

gli
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gli angoli PAN, MAQ, ſe l'omogeneo di comparazio

ne è poſitivo, e negli angoli PAM, NAQ, ſe è ne

gativo; e ſuppoſta b maggiore di a, ſia A B-b, BC=a:

paſſeranno l'iperbole per i punti C; e preſa. A M - 3b,

dal punto M ſull'aſintoto MN ſieno le p., indi al ver

tice M, aſſe MN, parametro b ſi deſcriva la parabola

- 2,

E MD dell'equazione zz= bp. Poichè preſa p = Mbz2b,

- 2 - -

la ordinata nella parabola è z = b maggiore di a , cioè

di (bc), paſſerà eſſa parabola al di fuori de punti C,

e taglierà l'iperbole DC, CT ne punti D, T, I, da'

quali condotte parallele all'aſintoto Q P le rette D H,

TV, IO , ſaranno eſſe le tre radici della z nell'equa

zione z –3bbz-abb = o, cioè riſpetto al ramo ſupe
2, 2,

riore della concoide; ma p = z - a, dunque D H - a

ſarà la ordinata ) , che incontra la curva nel fleſſo con

trario, per eſempio M. (Fig. 58. ) L'altre due radici

VT, OI a nulla ſervono, perchè eſſendo negative, ad

VT aggiunta a , la differenza, cioè , ſarà negativa ,

e ad O I aggiunta a la differenza ſarà poſitiva, ma mi

nore di a ; ed alla y negativa, o minore di a non cor

riſponde in queſto caſo curva. Riſpetto al ramo inferio

re della concoide, cioè nell'equazione zº–3bbz - abbreo

- I- - .

le tre radici ſaranno O G, VK, HE, ma ſe dalla pri

IT a 3
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ma, e dalla terza ſi ſottragga a per avere la y, la .

differenza ſarà negativa, cioè , negativa, a cui non .

corriſponde curva, e però a nulla ſervono ; ſe dalla .

ſeconda VK ſi ſottragga a, la differenza L K ſarà la or

dinata y, che incontra la curva nel fleſſo contrario, per

eſempio, N.

Suppoſta b minore di a, la parabola paſſerà tra i

punti c, C dell'iperbole Gc K, ICT, e però i due va

lori negativi di z dell'equazione zº – 3bbz– abb - o,

2, 2,

aggiungendo la a, daranno 5 minore di a , a cui non

corriſponde curva; il terzo, aggiunta la a, darà la 5 ,

che incontrerà la curva nel fleſſo contrario, per eſem

pio, M (Fig. 57. ).

Riſpetto al ramo inferiore , cioè all'equazione ,

zº– 3bbz - abb - o, dalle due radici poſitive, che ſono

2, 2,

minori di b, ſottratta a, e ſottratta pure dalla radice nega

tiva, averemo ſempre ) negativa maggiore di PK, a cui

non corriſponde curva, e però il ramo inferiore della con

coide quando b è minore di a, non à ne fleſſi contrari,

nè regreſſi.

La ſuppoſizione della formola = oo ci dà in tutti tre

i caſi z= E a, e però ºro; nella Fig. 58. a nulla ſerve il

valore y=o, perchè non è in curva; nelle Fig. 56.57.

y

ci
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ci dà la tangente in P, che è aſſieme punto di regreſſo

nella Fig. 56. , ma non già nella Fig. 57.

E S E M P I O V.

1o4. Sia il circolo A E D deſcritto col centro B

(Fig.78.), e ſia una curva A FK tale, che condotto un

qualunque raggio BFE, ſia ſempre il quadrato FE egua

le al rettangolo del corriſpondente arco A E in una .

data retta b, e ſi voglia il fleſſo contrario della curva .

A F K .

Si chiami l'arco AE=z, BA = BE=a, B F = y,

ed FG = dx, fatta Be infinitamente proſſima a B E, e

deſcritto col centro B, raggio B F l'archetto FG; per

la natura della curva ſarà b2= aa–2ay + yy, e però diffe

renziando, bazz-2ady+-2ydy, ondedzz 2ydy–2ady= Ee.

b

Ma per i ſettori ſimili BE e, BFG, ſarà BE, B F::

Ee, FG, cioè a 9 :: 2ydy - 2ady, dx, dunque da z
b

2yydy – 2aydy, e differenziando, preſa dx coſtante -,

ab

4ydyº + 2yday – 2ady” – 2ayddy = o, onde yddy =

ady - 29dy

ſy - a

Tom. II. T Nella
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Nella formola generale delle curve riferite al fuo

co dx - dy” –yddy ſi ſoſtituiſcano i valori di dxº, e ,

di yddy dati per dy, ed averemo -

4''dy = 8ay'dy i 4aaydy r aabbdy - ad : gdy ,
aabb ſy - a

cioè, riducendo al comun denominatore,

4yº– 12ay* - 12aay”– 4a'yy - 3aabby – 2a' bb eguale

aabh Xy– a

al zero, o all'infinito. Coſtruita per tanto l'equazione,

una delle radici ci darà il valore dell'ordinata ) , che ,

incontra la curva nel punto del ſeſſo contrario.

CAPO
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-

C A P O V.

Delle Evolute, e de Raggi oſculatori:

1o5. Sia la Curva B D F (Fig. 79.) inviluppata dal filo

(ABD F, cioè eſſendo il filo fiſſo nel punto immobile ,

F per un'eſtremità, s'intenda diſteſo ſopra la curva -

B D F, e la porzione AB cada ſulla tangente AR della

curva nel punto B. Si muova il filo per l'eſtremità A

ſviluppando la curva, ma in maniera, che ſia ſempre -

teſo, ed incapace di diſtrazione : il punto A deſcriverà

con queſto moto la curva AH K.

La curva B D F ſi chiama l'evoluta della curva -

ZAHK, come è ſtato detto anche di ſopra al num. 16.,

e la curva AHK diceſi la generata dallo ſviluppo della

B D F, e le porzioni AB, HD, KF del filo ſi dico

no raggi dell'evoluta, o raggi oſculatori. -

1o6. Poichè la lunghezza del filo AB DF è ſem

pre la ſteſſa, ne viene, che la differenza de'raggi oſcu

latori AB, HD ſarà eguale alla porzione B D della .

curva; ſiccome l'altra porzione DF è eguale alla diffe

renza de'raggi HD, KF, e la curva intiera B D F egua

le alla differenza de'raggi AB, K F; e ſe il raggio A B

foſſe nullo, cioè, ſe il punto A cadeſſe in B, ſarebbe

il raggio HD eguale alla porzione B D, ed il raggio

FK a tutta la curva B D F.

T 2 1c 7.
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107. Dalla generazione della curva A HK per lo

ſviluppo del filo chiaramente ſi vede, che ciaſcun rag

gio HD, KF nelle ſue eſtremità D , F tocca l'evo

luta BD F.

Io8. L'arco H K della curva AH K ſia infiniteſi

mo, ſarà pure infiniteſimo l'arco DF dell' evoluta, e

poichè 6 dimoſtrato nel corollario 4. del primo Teor.

num. 6., che un qualunque archetto infiniteſimo di cur

va à le ſteſſe proprietà dell'arco di circolo; e nel Teo

rema 4. num. 15., che prodotto il raggio HD, ſicchè

incontri in S il raggio KF, ſono SH, SK diverſe tra

loro ſolo per una quantità infiniteſima del terzo grado,

ſi poſſono dunque prendere per eguali SH, SK; e pe.

rò ſono eſſe perpendicolari alla curva AHK ne punti

H, K. Ma le due HD, HS differiſcono tra loro della

DS infiniteſima del primo ordine, ed è HD finita . ,

dunque ſi potranno aſſumere per eguali; quindi per de

terminare un qualunque punto D nella curva evoluta ,

vale a dire, per determinare la lunghezza di un qua

lunque raggio oſculatore HD, baſterà , che data di po

ſizione la perpendicolare HS della curva data AHK,

(il che ſi à dal metodo delle tangenti) ſi determini il

punto S, in cui eſſa ſi taglia con la perpendicolare in

finitamente proſſima KS. Ciò faraſſi nel ſeguente modo.

1o9. Sia in primo luogo la curva DAB E (Fig.8o.)

riferita agli aſſi; i due archetti infiniteſimi AB, BE,

la perpendicolare B Q, e l'altra EQ, che la incontri nel

- ricer
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ricercato punto Q. Chiamate al ſolito D H=x, HA=y,

e condotte A F, BG parallele a D M, e la corda PA BC,

che incontri ME prodotta in C, e condotta l'altra cor

da EBR ; e col centro B , intervalli B E, BP, deſcritti

gli archetti ES, PO, ſarà A F= dx, FB =dy, AB =

ds =v dx - dyº; ma per lo Corollario 2. del Teorema

5. num. 19. ſono ſimili i ſettori Q BE, BES; dunque ,

averemo QB, BE:: BE, ES, cioè Q B, ds :: ds, ES,

(chiamando ds l'elemento della curva) e però QB = ds“.

ES

Ora poichè l'archetto PO ſi può prendere per il ſuo ſeno

retto, (Corollario 1. del Teor. 3. num. 9.) ſaranno ſimili

i triangoli RPO, BEG, e però BE, EG :: RP, PO,

cioè ds, dy:: RP, P O = RP dy; ma ſono pure ſimili

- ds

i ſettori BPO, BES, e però ſarà BP, PO :: BE, ES,

cioè ds, R Pdy :: ds, ES= RPXdy, e finalmente ,
dy ds yds

q B = yds” , formola generale de raggi oſculatori

R PXdy”

in cui nulla altro rimane da farſi, che ſoſtituire il va

lore della RP, differenza della DP = ydx – x, ſecon

dy

do la diverſa ipoteſi della fuſione prima, che ſi pren

de per coſtante. -

Se neſſuna fluſſione prima ſi aſſuma per coſtante,

–i

ſarà R P = vdyddx – ydxddy, e però ſ2B = da -- dy”

i dy dyddx-dxddy

Se

3
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Se ſi aſſuma coſtante da , ſarà RP = - ydseddy ,

dy”

–4

e però QB = dx + dy* *

–dxddy

Se ſi aſſuma coſtante dr, ſarà RP = yddº, e però

dy

– i

q B = dx º + dy* * . .

dxddy

Se ſi aſſuma coſtante ds, cioè và - dy”, ſarà

dxddx + dyddy = o, e – ddy = dxddx , quindi RP =

dy

9ddxXdx - dyº, e però QB = dy Vdx - dy”, o pure

dy' ddx -

ſurrogato il valore di ddx, Q B=dx vdx - dy*. Adun

– ddy

3

que nell'eſpreſſione di QB = d. dy 7, in cui neſ,

dyddx – dxddy

ſuna fuſione è preſa coſtante, baſterà cancellare il ter

mine ddx nella ſuppoſizione di dx coſtante; cancellare

il termine day nella ſuppoſizione di dy coſtante; e por

re in luogo di – ddy il valore dxddx nella ſuppoſizio

- dy

ne di ds coſtante.

11o. Può la curva eſſere riferita ad un diametro,

vale a dire con le coordinate tra loro in angolo ob

bli

-



ANALITICHE LIB. II. 579

bliquo. Sia DV l'aſfiſſa = e, VK = dx, VA l'ordinata -

= y, ed il rimanente, come ſopra. Poichè è noto l'an

golo D KB, ſarà noto l'angolo B NF, e nota la ragio

ne de lati tra loro nel triangolo B NF, quindi eſſendo

NB = dy, ſarà data N F, ed FB, ed in conſeguenza .

A B, o ſia ds. Ma il triangolo R PO è ſimile al trian

golo A B F, poichè gli angoli in O, ed F ſono retti, e

l'angolo O R P non è diverſo dall'angolo FAB, che per

l'angolo infiniteſimo RB P; adunque ſaranno date R p ,

PO, ed indi ES, e finalmente Q B.

11 1. Dall'eſtremità del raggio oſculatore B Q ſi

tiri QT parallela all'aſſe D M, che incontra in T l'or

dinata B I prodotta, la retta BT chiamaſi Sottoſculatri

ce, o Co-raggio. Dato il raggio B Q , è pure ilteſa

mente ſempre dato il co-raggio B T, perchè dal meto

do delle tangenti è data la normale Bm della curva -,

e però dalla ſimilitudine del triangoli Bm I, B QT ſarà

data BT . - -

Ma ſe ſi voglia l'eſpreſſione del co-raggio indepen

dentemente dal raggio, ſi chiami BT= z . Il triangolo

BTQ è ſimile al triangolo BGC, o ſia B A F, perchè

eſſendo retti i due angoli TBG, QBC, tolto il comu

ne QBG, rimarranno eguali TB Q, CBG, e ſono retti

T, e G; adunque ſarà da ds:: z, B Q= zds = zv dx d .

- dºc – –

Ma per lo Teorema 4. num. 15., B Q è eguale ad E Q,

perchè non differiſcono tra di loro, ſe non per una .

quan
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quantità infiniteſima del terzo grado, adunque ſarà nul

la la differenza di QB, e però differenziando, ſenza -

aſſumere fluſſione coſtante,

dxdzXdx - dy - zdx ddv -zdxdyddy-zddxxdx - dy

- dx v dx +-dy

ma dz = dy, perchè è la ſteſſa la differenza di TB, e

di IB; dunque zEdx X dx + dp = BT, formola del

dyddx – dxddy

co-raggio, in cui neſſuna fluſſione è ſtata aſſunta co

ſtante. Se ſia dx coſtante, il termine di ddx ſarà nullo,

e però la formola in queſta ſuppoſizione ſarà da - dy = BT.

– ddy

Se ſia coſtante dy, ſarà nullo il termine –daddy, e

però la formolain queſta ſuppoſizione ſarà dx X dx - dy = BT.

- dyddx

Se ſia coſtante l'elemento della curva, ſarà – ddy = deddx,

- ay

e però la formola in queſta ſuppoſizione ſarà dedy = BT,

ddx

ſurrogato il valore di ddy, o pure da - BT , ſur

- ddy

rogato il valore di ddx.

Dato il co-raggio, per la ſimilitudine de triangoli

Bm I, B QT, ſarà ſimilmente dato il raggio g B.

1 12. Se le coordinate ſaranno tra loro in angolo

obbliquo, nell'analogia dx, ds :: z, B Q in luogo

- delle
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delle dx, e ds, baſterà porre i riſpettivi valori, che

in queſto caſo convengono alle AF, A B, e fare il ri

manente, come ſopra, e ſi averà la formola del co

raggio BT nel caſo, che le coordinate fieno in angolo

obbliquo . -

113. In diverſe altre maniere ſi può avere la ſteſ

ſa formola del raggio oſculatore. Col centro Q, inter

vallo Qm ſi deſcriva l'archetto (mn). Aſſumendo l'ar

chetto infiniteſimo (mn) per la tangente in n, ſaranno ſi

mili i due triangoli BCG, (mnq), e però B C, B G ::

(mq), (mn); cioè v ds dy- , dx :: (mq) , (mn) =

(mq) X dx , ma (mq) è la differenza di Dm, cioè del

v d. * - dy” -

la ſottonormale Im con l'affiſſà DI, o ſia D H, cioè di

3 --gdy ; adunque differenziando nell'ipoteſi di neſſuna

dx

fluſſione coſtante, ſarà -

(ma) = dx - ydvddy - dxdy – ydyddx , adunque -

- - dx º - - –

(mn) = dxº + ydxddy + dxdyº-ydydix, ma per i ſet

- º le

-- dx V dx - dy º

tori ſimili Qmn, QBE, farà BE – (mn), BE :: Bm

(y v dx - drº), QB, cioè ſoſtituiti i valori analitici,

–I- -

3

gB = dx - drº º, la qual formola modificata ſecondo

dyddx – dxddy -

Tom. II, V - la
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la ſuppoſizione di una fuſione coſtante ci darà l'eſpreſ

ſione del raggio Q B , che a tale ſuppoſizione cor

riſponde.

I 14. In altro modo ancora.

Si produca EM in t, BG in L. Poichè il trian

golo EGL è ſimile al triangolo B Im, eſſendo gl'ango

li GEL, IB m diverſi fra loro del ſolo angolo infinite

ſimo B QE, ſarà GL = dy“, e però BL = dx - dy” ,

- dx dx

ma ſi è veduto, eſſere (mq)=dx' - ydxddy - dxdy” –ydyddx,

- dx º

ed i triangoli ſimili Q BL, Q mq ci danno BL–(mq),

BL:: Bm, B Q ; dunque ſoſtituiti i valori analitici ,

- 3

averemo Bg = dx + dy” 7 ,

dyddx-dxddy

1 15. Prendanſi ora le curve riferite al fuoco : e

però ſia ( Fig. 81. ) la curva B E G, il fuoco A; e pre

ſi due archetti infiniteſimi BE, EG, e condotte le or

dinate AB, AE, AG, col centro A ſi deſcrivano

gl'archetti BC, EF, ed alle corde GE, E B prodotte

ſieno perpendicolari AI, AD, e finalmente la corda -

DE prodotta incontri in L l' ordinata AG, e col cen

tro E ſi deſcriva l'archetto GR . Sia A B =y, CE=dy,

BC=dx, A D = p . Col centro A deſcritto l'archetto

D H, ſarà HI=dp, ma HM è quantità infiniteſima -

- - - - del

il -
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alla curva ne punti E, G, ſono ſimili i ſettori gEG » -

del ſecondo grado; ( Teor. 3. num. 8. ) dunque ſi

potranno prendere per eguali HI, IM, e però ſarà

MI = dp. La ſimilitudine de triangoli E BC, EAD

ci dà ED = ydy = EI, per eſſer diverſa ſolo per un
ds -

infiniteſimo, ed aſſumendo l'archetto GR per la ſua .

tangente, ſono ſimili i triangoli E IM , E GR ,

quindi GR = dpds ; ma condotte E Q , QG normali

3dy - .

- EG R, dunque Q E = rdy. I triangoli ſimili E BC, EA D

- T

ci danno piz ydx = ydx ; e però differenziando,

ds l dx º t-dy”

ſenza prendere coſtante alcuna,

dp = y idx - dxdy X dx º + dv” – dxdx – dyddy Xyds,

3

dx º - dy” º

cioè dp = da 'dy + vdy ddx - dxdy' - visiva, , onde -

3

dx º + dy* * A. -

ſoſtituito queſto valore in luogo di dp nell'eſpreſſione .

- - - -

– º

di Q E, ſarà Q E = y X dxº - dy* * , for

- dx + ydyddx - dxdy –ydxddy -

mola generale del raggio oſculatore per le curve rife

- -
V 2 rite

/
-

- - - - - - -

»

-

-
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rite al fuoco, preſa neſſuna fuſione coſtante

Se ſi voglia coſtante da , preſo il valore di dp ia

queſta ipoteſi, e ſoſtituito; o pure ſenz'altro cancella

to nella formola generale il termine ydyddx, ſarà

3

gE = y X dx - dy” 2.

dx” - dxdy” –ydxddy

Se ſi voglia coſtante dy, cancellato nella formola -

generale il termine – Vdxddy, ſarà

3

Q E = y X dx +-dy* *

dx' + dxdy +-ydyddx -

E finalmente preſa per coſtante ds, cioè vaa - dy”,

averemo ddx = – dyddy, e ſurrogato in luogo di ddx

dx -

queſto valore nella formola generale, ſarà

QE = ydx V.dx º + dy”, o pure ſurrogato il valore di ddy,

dx º –yddy – - -

QE = ydy V dx º + dy .

dxdy + yddx

116. Se in ciaſcheduna di queſte formole ſi ſup

porrà la p infinita, ſvaniranno tutti que termini, ne'

quali eſſa non ſi ritrova, e le formole ſaranno le ſteſſe

delle ritrovate per le curve riferite agli aſſi, il che ,

deve appunto ſuccedere, poichè ſe la y è infinita, il

punto A ſarà infinitamente lontano, e però parallele le

ordinate. I 17.
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1 17. In altra maniera. All'archetto EG infiniteſi

mo ſia tangente ER nel punto E, (Fig. 82. ) e ſieno

gE, QG due raggi oſculatori, e ſi produca Q G in R.

Dal fuoco A ſi tiri AN normale a QG, ed AK nor

male a QE, e ſia E K=t, ſarà KM= dt. Poichè il trian

golo A KM è ſimile al triangolo Q NM, e queſto è ſi

mile al triangolo Q E R, ſarà QE, ER :: A K, KM,

cioè QE, E R :: AK, dt; ma per i triangoli ELC, o

ſia EGc, EAK ſimili, è AK=ydy, ed E R ſi può aſ
ds -

ſumere per EG, dunque ſarà QE, ds :: ydy, dt, e però
- - ds

gE = ydy, ma EK = t = ydx, dunque fatto il rimanen
-

dt - ds

te , come ſopra , cioè preſo differenziando il va

lore ti dt, e ſoſtituito nell'eſpreſſione di QE, ſi ave

ranno le ſteſſe formole.

118. Fatta QP normale ad EA prodotta in P, ſa

ranno ſimili i triangoli EA K, E Q P, e però EA, E K ::

E Q, EP; ma ſi è veduto, eſſere E Q =ydy, dunque -
- dt

y, t :: ydy, EP = tdy, e ſurrogato in luogo di t il va
TdT T

lore ydse, ed in luogo di dt il differenziale

ds

dx 'dy - ydy” ddx + dxdy” – ydxdyddy, ſenza aſſumere,

i

dx º - dy” 2, - a è

ul



-
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fleſſione coſtante, ſarà E P =

ydxdsº - pdx +-vdxdy º -

dxd + ydyddx-rdx.dly dx + dxdy + ydyddx-ydxddy

formola generale del co-raggio, in cui neſſuna fluſ

ſione è preſa coſtante , dalla quale modificata ſi rica

vano le altre, che alle ſuppoſizioni di differenziale co

ſtante corriſpondono, e ſe in queſte ſi ſupporrà la y

infinita, cioè, ſe ſi cancelleranno que termini, ne'

quali eſſa non trovaſi, ſi averanno le ſteſſe formole,

che ſi ſono ritrovate per le curve riferite agl'aſſi.

119. Poichè , qualunque ſiaſi la curva , ſi ritrova

una ſola eſpreſſione del raggio oſculatore, e del co-raggio

sì nelle curve riferite agl'aſſi, come in quelle riferite al

fuoco, ne viene, che qualunque curva non potrà avere,

che una ſola evoluta . -

12o. Data adunque, per mezzo di un'equazione

qualunque, la curva, di cui ſi vuole il raggio oſcula

tore, o co-raggio; converrà differenziare l'equazione

a fine di avere i valori di dy, dy”, e ddy dati per dz, o di

dx ec. dati per dy, e ſoſtituirli nelle ritrovate formole,

con che ſi averà l'eſpreſſione in termini finiti, e affat

to liberi dai differenziali, del raggio oſculatore, o co

raggio della propoſta curva.

121. Se il valore del raggio oſculatore, o del co

raggio ſarà poſitivo, dovranno eſſi prenderſi dalla par

- a - - - - - - - te

-
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te dell'aſſe D M, (Fig. 8o.) o del fuoco A (Fig. 81.), co

me 6 fin'ora ſuppoſto, e la curva ſarà concava a -

queſt'aſſe, o fuoco ; ma ſe ſarà negativo, dovranno

curva ſarà conveſſa. Da ciò ne ſegue, che nel punto

del fleſſo contrario, o regreſſo, ſe la curva ne 4, il

co- raggio dovrà farſi da poſitivo negativo, e due rag

gi oſculatori infinitamente proſſimi dall'eſſere conver

genti paſſeranno ad eſſere divergenti. Ma ciò non può

eſſere, ſe eſſi non divengano prima paralleli, vale a dire

infinito il raggio dell'evoluta in quel punto, o pure ſe

eſſi non cadano prima l'uno ſopra dell'altro, e così ſi

faccia nullo il raggio dell'evoluta. Egli è aſſai chiaro,

eſſi prenderſi dalla parte oppoſta, ed in queſto caſo la

che quando l'evoluta ſia tale, che i raggi vadano ſem

pre creſcendo accoſtandoſi al punto del fleſſo contrario,

o regreſſo B, (Fig. 83. , e 84. ) per paſſare ad eſſere

da convergenti divegenti, dovranno farſi prima paral

leli, eſſendo A D, FE l'elvoluta della curva A B F.

Ma ſe l' evoluta della curva AB F (Fig. 85., e 86 )

ſarà DB E, ſviluppandoſi il filo dal punto B, e andan

do verſo A riſpetto alla porzione BA della curva , ed

andando verſo F riſpetto alla porzione BF , poichè è

ſempre il raggio minore, quanto più è vicino al pun

to B; converrà, che ſi faccia nullo prima di paſſare

dall'eſſer poſitivo ad eſſer negativo. -

-

- , ESEM
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E S E M P I O I.

122. La curva AB (Fig. 87. ) ſia la parabola .

apolloniana dell'equazione avez yy, di cui ſi voglia il

raggio oſculatore ad un qualunque punto B. Differen

ziando ſarà adx = 2ydy, e differenziando di nuovo ,

preſa dx coſtante, ſe così piace, 2dy” - 2yddy = o,

ma dy = adx, dunque ddy = – aadre” . Soſtituiti per

2y
- 4y'

tanto queſti valori nella formola del co-raggio dx - dy”,

–ddy

ſarà 4yº + aay = BE, o pure, poſto in luogo di y il

valore dato dall'equazione della curva , BE = 4x va.

dº

+- V. ax .

Dal punto B ſi tiri la tangente BT, che incontra

l'aſſe in T, e dal punto T ſi conduca T E parallela .

alla normale BM; incontrerà eſſa la BP prodotta nel

ricercato punto E. Imperciocchè eſſendo l'angolo BTE

- retto, ſarà BP, PT:: PT, PE, cioè per la proprietà

della parabola, vax, 2x :: 2x, PE = 4xx F 4º ax;

-

-

as dº

adunque BP - PE , cioè B E = 4x ax - l a x .

De
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Determinata BE , ſi conduca E Q parallela all'aſſe -

AP, la normale B Q prodotta incontrerà EQ nel pun

to Q, che ſarà all'evoluta .

O pure, a cagione de triangoli ſimili BPM ,

BE Q, ſarà BP, PM:: BE, E Q; ma per la proprie

tà della parabola è PM=ia,dunque az, ia: 4x a -.

vax, E Q = 2x - a = PK; dunque MK = 2x. Preſa -

2,

per tanto MK doppia di AP, o ſia PK = TM, e con

dotta K Q parallela a PB, incontrerà eſſa la normale

BM prodotta nel punto Q, che ſarà all'evoluta. E poi

chè BP, BM :: BE, B Q, e B M = v 4ax + aa , ſarà

2,

- -

V ax , l 4ax +- aa :: 4x l ax + V ax, B Q=4ax + aa º ,

2, d 2 da

raggio oſculatore.

i

2.

Prendo la formola dx - dy

–dxddy

del raggio oſcula

- 3

tore, fatte le ſoſtituzioni, ſarà QB = 4yy - aa º

2 da

4ax - aa , come prima.

2 del

Paſſando alle ſeconde differenze dell' equazio

Tom. II. X Ile

;
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ne ax = yy, ſenza prendere alcuna fuſione coſtante ;

poichè adx = 2ydy, ſarà addre - 2yddy - 2dy”, e ddy =

addx – 2dy. Quindi preſa la formola del raggio oſ

2y

3

culatore dx + dy” * , che a queſto caſo conviene, e

dyddx – dxddy

fatta la ſoſtituzione del valore di ddy , ſarà Q B =

- 3

2y X dx º + dy* * , e finalmente poſti i valo

2ydyddx –adxddx -2dxdy”

3

ri di y, e di dy, QB=4ax - aa º, come ſopra:
- 2da

Si troverà la ſteſſa coſa nell'altre ſuppoſizioni di

dy, o di ds coſtanti, il che ommetto di fare per bre

vità , -

Se ſi voleſſe il raggio oſculatore ad un determinato

punto della curva, baſterà ſoſtituire nell'eſpreſſione fini

ta già ritrovata del raggio oſculatore per un qualunque

punto il valore della x, che a tale determinato punto

conviene. Così ſe ſi voglia il raggio oſculatore nel ver

tice A, o ſia il punto N, in cui l'aſſe AN della para

bola tocca l'evoluta N Q: poichè nel vertice A è x= o,

cancellato il termine 4ax nell'eſpreſſione 4ax - da º

2 da

del raggio oſculatore, averemo AN = a, il che non .

2,

può

–
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– -

può eſſere altrimenti, eſſendo in queſto caſo il raggio

AN lo ſteſſo , che la ſottonormale, la quale nella pa

rabola ſi ſa eſſere ſempre la metà del parametro.

-
123. Sarà ora facile il ritrovare l'equazione alla .

Carteſiana dell'evoluta NO, o ſia la relazione delle or

dinate NK, KQ nel ſeguente modo.
-

Si chiami NK = u, KQ = t. Poichè KQ = PE =

4x Vax , averemo l'equazione tz 4x Vax, ma AK =

a

de

AP - PK = 3x - ; a, ed AN = : a ; dunque NK =

3x = u, ed x = a, e però poſto in luogo di x queſto

3 -

valore nell'equazione tz 4x º ax, averemo t = 4u / au,

a. 3

3a

e quadrando, 27att = 16u', equazione alla ſeconda pa

rabola cubica del parametro - 27a, la quale eſprime

1 o

la relazione delle coordinate NK, KQ, ed è l'evoluta

della propoſta parabola apolloniana. - - -

Egli è manifeſto, che la ſeconda parabola cubica

intiera ſarà l'evoluta dell'intiera parabola apolloniana -,

cioè che (Fig. 88. ) il ramo NO ſarà l'evoluta della . .

parte ſuperiore AB, ed il ramo Nq della inferiore

Ab; e che i due rami Na, NQ ſi voltano le conveſ

ſità, ed anno un regreſſo in N.

124. E pure manifeſto, che ſe le curve propoſte

X 2 ſono
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ſono algebraiche, ſaranno pure algebraiche le loro evo

lute, e ſi potrà ſempre avere l'equazione in termini fi

niti eſprimenti la relazione delle coordinate, e che in .

oltre eſſe evolute ſaranno rettificabili, cioè ſi potranno

ritrovare delle rette linee eguali ad una qualunque por

zione delle medeſime, per eſempio N Q. Imperciocchè,

ſe la propoſta curva A B è algebraica, ſi avranno ſem

pre in termini finiti i raggi oſculatori B Q, AN, e da

B Q ſottratto AN, il reſiduo ſarà l'arco N Q.

E S E M P I O I I.

125. Sia la curva MBM (Fig. 89.) l'iperbola fra

gli aſintoti dell'equazione a a = xy. Differenziando,

xdy + ydx = o, e di nuovo differenziando, preſa dx co

ſtante, day =– 2dxdy. Soſtituiti i valori di dy, e ddy

º

nella formola dx +-dy” del co-raggio, averemo BE =

– ddy

sex - vy, valore negativo. Se adunque ſia AP=x,

- 2y - -

PB=y, nella prodotta A B preſa BN= ; BA = Vxx +7,

- 2,

ed alzata normale NE, che incontri la ordinata BP pro

dotta in E, ſarà B E il co-raggio, che ſi cerca; imper

ciocchè, per la ſimilitudine del triangoli BPA, B NE,

- ſarà

. .
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ſarà BP, BA :: BN, BE, cioè , vxx -yy:: l ex + yy,

BE = xx + yy, e perchè ſi prende dalla parte de ne

2y

gativi, BE= xx +-yy. Quindi condotta E Q parallela .

- – 2y

ad AP, e prodotta in Q la normale FB alla curva nel

punto B, ſarà B Q il raggio oſculatore, ed il punto Q

nell' evoluta.

Per determinare il raggio oſculatore nel vertice D

dell'iperbola, ſi ponga e - A H=a, e però va HD =a,

adunque il co-raggio xx +-yy nel vertice D ſarà z –a,

ed il raggio = – V 2aa.

Per poco, che ſi rifletta alla figura della curva .

MB M, ſi vede, che l'evoluta averà due rami con un

punto di regreſſo in L, in cui il raggio D L converrà,

che ſia il minimo di tutti i raggi B Q; e però differen

- 3

ziando la formola de raggi oſculatori da Fdy 7 , la .

- - –dxddy

differenza dovrà eſſere nulla, o infinita; cioè, ſuppo

ſta dx coſtante,

– i i

2,

–3dxdyddy” V dx º + dy + dxdddyX dx + dy* * = o,

- dx º ddy” - . - -

o pure - all' infinito, e dividendo per dx +-dy” , e ,

mol
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moltiplicando per dzddyº, ſarà da dddy + dy dddy –

3dyddy = o, o pure - co. Ma per l'equazione della .

curva, ſi à dy=– aadx, ddy=2aadx”, dddy=– 6aadx”;

xx 5 º 2eº

dunque fatte le ſoſtituzioni, e ſuppoſta la detta quantità

eguale a zero, averemo e E a = AH ; vale a dire , ,

che il regreſſo ſarà nel raggio oſculatore al vertice D

della curva; ma ſi è veduto, eſſere eſſo raggio = –

zaa, ſarà dunque DL =– v2aa = DA. -

Nella formola de raggi oſculatori, ſurrogati i valori

- 3 - 3.

di dy, e di ddy, averemo BQ=xx +-yy * = xx + yy”,

- - 2xy v- 244

e però differenziando, a fine di avere il minimo rag

gio, cioè il punto di regreſſo L, ſarà

3xdx +-3ydy ex + yy = o , e poſto in luogo di dy

il ſuo valore, farà 3xxdx – 3yydx V xx + yy = o, cioè

x = y = a , e ſoſtituito queſto valore nell'eſpreſſione -

del raggio oſculatore, ſarà eſſo = – V2aa = DL, co

me ſopra .

In altro modo ancora ſi può coſtruire il raggio B Q.

Poichè day = – 2dxdy, ſoſtituiti in luogo di se, e di

dx i valori dati per y, ſarà di E 2dy”, e però il co-rag

- 3)

gio
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gio BE = ydx - ydyº, e per i triangoli ſimili BP F,

B E Q, averemo E Q = –ydy – yds. Si conduca ora.
2d e 2 d

al punto B la tangente BT, e dal pre T la TS nor

male a BT, o ſia parallela a B Q, e ſi prenda B E =

º BS, o PK = : FT; ſe ſi farà E Q parallela alla AT,

o KQ perpendicolare , eſſe incontreranno la normale -

B Q nel punto Q dell' evoluta, poichè ſarà BS =

5 dx - ydy”, dunque BE = ydx - ydy*; ſarà ancora .

dy” – 2dy”

FP - PT = FT = – ydy – ydx, dunque E Q =

da dy

– ydy – ydx.

27 a 5 -

Se l'equazione ſarà yº = x, la quale eſprime tutte

le parabole all'infinito, quando ſia m numero poſitivo,

ed in conſeguenza anche la parabola dell'eſempio pri

mo; ed eſprime tutte le iperbole fra gli aſintoti all'in

finito, quando ſia m negativo, e però anche quella .

di queſto eſempio: differenziando averemo myº- i dy =

dx, e di nuovo differenziando, ſuppoſta dx coſtante ,

mm–m X yº-ºdy” - myº - i ddy = o, e dividendo per

my” - “ , ſarà – ddy = m– 1 X d . Preſa pertanto

-
-

la
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la formola dx - dy” del co-raggio, e fatta la ſoſtitu

– ddy

zione del valore di ddy, ſi averà BE = ydx + ydy” , e

- - m– 1 X dy”

però E Q, o PK = ydx + ydy -

m– 1 X dy m– 1 X dx -

Dal punto T, in cui (Fig. 87., e 89. ) la tangen

te BT incontra l'aſſe A P, ſi tiri iſteſſamente TS pa

rallela alla normale B Q alla curva, che incontra in S

la ordinata BP prodotta, indi ſi prenda B E = BS dal

ng - I

la parte dei negativi, ſe m ſia numero negativo, co

me nelle iperbole le quali ſono all'aſſe A P, cioè all'

aſintoto conveſſe (Fig. 89. ); ſi prenda B E dalla parte

dei poſitivi, ſe m ſia numero poſitivo, e maggiore

dell'unità, come nelle parabole (Fig. 87. ) concave all'

aſſe A P, e dalla parte dei negativi, ſe m poſitivo ſia

minore dell'unità, nel qual caſo le parabole ſono con

veſſe all'aſſe A P . -

Per determinare il punto, in cui l'aſſe della para

bola tocca l'evoluta, prendo la formola de raggi oſcu

3
-4

latori da Edy º , da cui, ſoſtituiti i valori di dx =

–dxddy

mym- dy » C di – ddy = m – I X dy” s aVere

–

IllO
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3

mo B Q = mmyF , intendendo, che l'unità

m X m– 1 Xy” - º

ſuppliſca per la legge degl' omogenei; quindi ſuppoſta

m maggiore dell'unità, acciò ſieno concave le parabo

le all'aſſe A P, ſe ſarà m minore di 2 , la y del deno

minatore paſſerà ad eſſere un moltiplicatore del nume

ratore, e però fatta p = o, come richiede il caſo, che

ſi cerca, ſarà B Q = o, cioè l'aſſe toccherà l'evoltita nel

vertice A della parabola, come farebbe per eſempio la

ſeconda parabola cubica axx = y' ( Fig. 7o. ).

Che ſe m è maggiore di 2 , la y del denominato

re ſarà elevata a poteſtà poſitiva, e però fatta , z o,

ſarà B Q infinita, vale a dire che l'aſſe della parabola

ſarà aſintoto dell'evoluta; come la prima parabola cu

bica A B, (Fig. 9o. ) il di cui aſſe A P è aſintoto dell'

evoluta L Q.

L'evoluta CL Q della ſemi-parabola cubica A BM

dell'equazione aax = y” à un punto di regreſſo L, e ,

però due rami L Q, LC; ſviluppando il ramo L Q,

ſi genera la porzione BA; ſviluppando il ramo LC,

la porzione infinita B M.

Per determinare il ſeſſo contrario L, prendo il va

lore del raggio oſculatore , che in queſta curva è

t -

r= 9y + a , il quale deve eſſere un minimo ,

6aº y

Tom. II. - Y e
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e però differenziando

t 3

3 X 18a vºdy X 9yº + a º – a “dy X 9vº - a º * = o ,

6a yy -

cioè 45y” – a “E o , quindi y = Vi e ſurrogato que

45 -

ſto valore in luogo di y nell'equazione aax =y', avere

mo x = / a . Preſa adunque A P = / a , e con

9 i 25 - - 9 1 1 2 5

dotta l'ordinata PB, il punto di regreſſo L ſarà nella .

normale al punto B della curva; e nell'eſpreſſione del

raggio oſculatore poſto V a º in luogo di y, averemo

- - 45 -

il valore di B L .

In altro modo. Differenziando l'equazione aax =y',

l º, - 2,
- 2.

- - v I - - - -

o ſia y = a 3 x 3 , ſarà d = i a º x º dx , di -

2, – 5 2. – 8

– 2 a 3 x 3 dxº, dal dy = Io a 3 x 3 dx º , poſta da:

9 27

coſtante; quindi, preſa la formola

dx dddy - dy diiy-3d dy = o , e ſoſtituiti i valori,
4

ſi averà A P = / a “

9 i 12 i

ESEM
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E S E M PI O I I I.

126. Sia la curva AB D (Fig. 91. ) un elliſſi, o

un'iperbola, il di cui aſſe A H = a, ed il parametro

AF = b , A P = x , PB = y , e l'equazione

ſy= Vº: Fbxx. Differenziando, ſarà dy= abdx t 2bxdx,

a --

2 l aabxI: abxx

e ddy = – a º bbdx º , preſa dx per coſtante .

º
4 X aabx E abxx

3

Fatte le ſoſtituzioni nella formola dx º + dvº º del rag

- –dxddy

gio oſculatore, ſarà

- 3. -

BG Q = 4aabx F 4abxx + anbb E 4abbx -4bbxx º . Ma

- - 2.1 3 bb -

la normale BG ſi troverà eſſere

I -

º , dunque ſa

2-2 . - -

= 47abx = 4abxx +-aabb E 4 ibb e + 4' hxx

- - e - - – 3 - - - - -

rà il raggio BG Q = 4 BG ; adunque preſo il parame

tro b per primo termine, la normale BG per ſecon

do, e continovata la ſerie geometrica, il quadruplo

- Y 2 del
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del quarto termine ſarà il raggio oſculatore B Q :

Fatta x = o nella eſpreſſione del raggio oſculatore, ſa

rà BGQ = AM = b , e fatta x = AO = , a , ſi avrà

nell' elliſſi BG Q = Dog = a ab, cioè eguale alla
• 2h

metà del parametro dell'aſſe conjugato , ed in Q

vi ſarà un regreſſo , e l'evoluta della porzione ,

A D = D H ſarà M Q ; della porzione DH ſarà

R Q ; ma nell'iperbola il raggio ſi eſtende all'infi

IlltO .

Se nell'elliſſi ſi faccia a - b, il raggio oſculato

re BG Q ſarà - a , qualunque ſiaſi il punto B; dun

2,

que i raggi tutti eguali tra loro, e l'evoluta un pun

to, cioè a dire l'elliſſi , che in queſto caſo diviene un

circolo, a per evoluta il ſuo centro.

E S E M P I O I V.

127. Sia la curva ABD ( Fig. 92. ) la logaritmi

ca ordinaria, la di cui equazione è adv = dx. -

y

Differenziando , preſa dx coſtante, ſarà ddy =

dxdy = ydxº, poſto il valore di dy. Fatte le ſoltituzio

de da

ni
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ni nella formola da - dy” del co-raggio , averemo
-

–ddy

BE =– aa –yy, e perchè nella logaritmica ſi trova,

V

eſſere la ſottonormale P H = yy, ſarà E Q = –a –yy.

a- a

Preſa adunque P K= TH, ed alzata in angolo retto

KQ, incontrerà eſſa la normale HB Q nel ricercato

punto Q dell'evoluta.

Se ſi voglia determinare il punto della maſſima ,

curvatura nella logaritmica, cioè il punto del minimo

raggio oſculatore, fatte le ſoſtituzioni nella formola .

3

d7 dy7 º del raggio oſculatore, ſarà a F5 , e ,

Fdvddy =r

differenziando ſarà

l

– 3ayydy X aa + vv * +-ady X aa - yy

aayy

º
= o , e però

PB = y = aa.

-

-

O pure, preſa la formola del num. 125. dx dddy -,

dy dddy –3dyddy” = o, e fatte le ſoſtituzioni di dy =

5 dx, di ddy = ydx”, di dddy = ydrº, troveremo iſteſ

a - a º

ſamente PB = y = 2a -

2,

ESEM
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E S E M P I O V.

128. Sia AB D (Fig. 93. ) la logaritmica ſpirale,

la di cui proprietà è , che condotta ad un qualunque ,

punto B la tangente BT, e dal polo A la ordinata .

A B, l'angolo A BT ſia ſempre lo ſteſſo, e però fatta

A M infinitamente proſſima ad AB, ſarà coſtante la .

ragione di MR ad R B, quindi poſta A B = y, l'archet

to B R = dx , l'equazione ſarà adx = bdy, e differen

ziando, fatta da coſtante, di E o. Preſa pertanto la

formola del co-taggio num. 1 18. -

yds -3 dxdy , per le curve riferite

d . - dvdy + 3 dyi lº – ydvdiy

al fuoco, la quale regolata nell'ipoteſi di dx coſtante

è v.lvº i dy” , e cancellato in queſta il termine

pd , , perchè la curva ci dì ddy = o, e fatta la ſoſtitu

zione del valore di dx, o di dy, ovvero diviſo il nu

meratore, e denominatore per dx +-dy”, ſarà il co-rag

gio BA = y . -

Adunque, condotta A C normale ad A B, incon

trerà eſſa la perpendicolare BC nel ricercato punto C

dell'
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dell'evoluta, e perchè la ſottonormale A Cz ay, ſarà

BC = y V aa - bb . -

–

-

-

Condotta la tangente BT alla curva nel punto B,

ſaranno ſimili i triangoli TCB, CBA, e però eguali

gl'angoli TB A, ACB ; ma l'angolo TB A è ſempre

coſtante, dunque lo ſarà ancora l'angolo ACB ; e però

l'evoluta AC ſarà la ſteſſa logaritmica ſpirale AB D,

ma inverſamente poſta . - - - -

-

-

E s E M PI o VI.

I 29. Sia AB D (Fig. 93. ) la ſpirale iperbolica ,

la di cui proprietà è , che la ſottotangente ſia co

ſtante .

Fatte dunque le ſteſſe coſe dell'Eſempio antece

dente, l'equazione della curva ſarà viv = a , o ſia .

- dy

ydx = ady; quindi differenziando, poſta dx coſtante , ,

diy = dxdy. Preſa per tanto la formola del co-raggio,

- al

che all'ipoteſi di dx coſtante corriſponde, cioè

yds - vdy” , indi ſoſtituito in luogo di ddy il valo

dx - dy” –yddy

I :
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re dvd, ed in luogo di dy il valore pdx dato dall'

equazione, ſarà il co-raggio = y X aa - yy.

da

Ma poichè la ſottotangente AT è - a , e la ſotto

normale AC= yy, farà TC= aa -yy; dunque la quar

ta proporzionale della ſottangente TA , e della TC, e

dell'ordinata A B ci determina il co-raggio . Quindi

dal punto C condotta parallella alla tangente BT la .

CQ, che taglia in Q la ordinata BA prodotta , ſarà

B Q il ricercato co-raggio.

Poichè per i triangoli ſimili B.AT, CA Q, ſi ave

rà CA, AQ :: TA, AB, e permutando CA, TA:: AQ,

A B, e componendo TC, AT :: QB, AB, ed inver

tendo TA, TC:: BA, B Q; il che ec.

E S E M P I O VI.

13o. Sia il ſettore di circolo A D N, (Fig. 94. )

e condotto dal centro A un raggio qualunque ABP,

-

- º –º

ſi faccia N D, NP :: AP, AB, il punto B ſarà nella

curva A B D, che è una delle ſpirali all'infinito, la di

cui equazione, fatto NPD = b , NP = z , il rag

gio
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gio A P = a, AB = y, ſarà pº = aºz, e differenzian
b

do , my" - i dy = am dz . Ma condotto il raggio Ap

- –

infinitamente proſſimo ad AP, e chiamata BR = dx,

per i ſettori ſimili A Pp, ABR, ſarà dz = adx ,
- - - 3'

quindi poſto queſto valore in luogo di dz nell'equa

zione differenziale, ſarà my m dy = a º + º dx , e pe.

- - - b

rò di nuovo differenziando , preſa dx coſtante - ,

mmy”- i dy - my º ddy = o , cioè 9 ddy = – mdy” .

Fatta pertanto la ſoſtituzione di queſto valore, e del

valore di dx nella formola del co-raggio , ſarà B E =

r X "y" t a " * . Si faccia T Ac perpendi

mmbbyº+1+ m Xaº - º

colare ad A B, e ſi tiri la tangente BT della curva in

B , e BC normale, ſarà AT = mbym - 1 , A C =

- - a m - 1

am - , e però Toz mmbbysm - a m + 2

mbym

, quindi la
mba m t- iym- i

quarta proporzionale di TA+ m - 1 X AC, di TC, e

di AB ſarà vx mmbbyºr Farm Fº = BE, e però

mnbbyº - 1 - m x a 2m + º -

Ton, II, - Z COIl
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condotta E Q parallela alla TC, incontrerà la norma

le BC nel punto Q, che ſarà all'evoluta.

E s E M P I o VII.

131. Sia la curva A BD ( Fig. 95. ) la metà

della cicloide ordinaria , la di cui equazione dy =

º via e sºnº AC = 2a, A P = x, PB = y.
º

-
- -- - ,

-

- - - Differenziando , preſa dx coſtante , ſarà di -

- ad: , e poſti queſti valori nella formola -

a i 2ax – xx

del raggio oſculatore dx - dy* * , ſarà B Q

- – dxddy

2 º 4aa-2ax ; ma la normale BG = 4aa –2ax =

alla corda EC , dunque il raggio oſculatore B Q =

2 B G = 2 E C. - - -

Fatta x = o, per avere il raggio oſculatore nel

punto A, ſarà B Q = AN = 4a, e però CN= CA=2a .

---

–

Fatta x = 2a, il raggio oſculatore nel punto D

farà z o , e però l'evoluta principia in D, e termina

in N .

Poichè
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Poichè la tarigente in B della cicloide è paral

lela alla corda EA , ( num. 47. ) ſarà la normale ,

BQ parallela alla corda EC . Ciò poſto, ſi compiſca

il rettangolo DCNS, ed al diametro D S = CN=AC

ſi deſcriva il ſemicircolo DIS, e ſi tiri la corda .

D I parallela alla B Q, o ſia alla EC . Saranno gl'

angoli CD I, D CE eguali, e per conſeguenza gl'

archi DI , CE, e le corde ; dunque D I , GQ

eguali, e parallele, e condotta IQ, ſarà eſſa eguale,

e parallela a DG ; ma per la proprietà della cicloi

de, la DG è eguale all'arco E C, e però all'arco D I,

dunque l'arco DI = I Q, ed il ſemicircolo D IS = SN,

quindi l'evoluta D Q N è la ſteſſa cicloide D BA inver

ſamente poſta.

132. Avuta ſufficiente notizia, e ritrovate le for

mole del raggi oſculatori, non è difficile il ritrovare .

la formola de regreſſi della ſeconda ſpecie di ſopra .

promeſſa al num. 98. - - - - -

Sia la curva BAC ( Fig. 96 ) con un fleſſo con

trario in A, e ſi ſviluppi dal filo principiando in un .

qualunque punto D diverſo dal fleſſo contrario A . Lo

ſviluppo della porzione Dc genera la curva DG ;

quello della porzione DA la curva D E ; e quello

della porzione AB la curva E F di modo, che lo ſvi

luppo di tutta la BAC formerà la intera curva FED G;

- Z 2 la



6o8 IN S'I I'l'UZ I O N I

la quale a due regreſſi, uno in D della ſolita forma - ,

poichè i due rami D E, D G ſi voltano le conveſſità,

l'altro in E della ſeconda ſorta, per eſſere i due rami

E D, E F concavi verſo la ſteſſa parte. Sieno NM ,

Nn m due qualunque raggi infinitamente proſſimi dell'

evoluta D A, ed N H, n H due normali alla ſteſſa -,

ſaranno ſimili i due ſettori infiniteſimi Nm M, HNn ,

quindi HN, NM :: Nn, Mm; ma nel punto del fleſ

ſo contrario A, il raggio H N ( num. 121. ) deve eſſe

re o infinito, o eguale al zero, ed il raggio NM,

che diventa A E, rimane finito, adunque nel caſo del

fleſſo contrario A, cioè nel punto del regreſſo E della

ſeconda ſorta, la ragione di Nn , Mm, vale a dire -

la ragione della differenziale del raggio MN all'ele

mento della curva, deve eſſere infinitamente grande ,

o infinitamente piccola. Ma la formola del raggio MN

3
-

è dx - dy º , preſa dx coſtante, il di cui differenzia

–dxddy

3

le è – 3dxdyddyº V dx º + dy” - dxdddy X dx º + dyº E 2

dx ddy”

ed Mm = v dx º - dyº, dunque

Nn = dx dddy - dy dddy – 3dyddy = al zero, o all'in

Mm dxddy”

finito, formola per i regreſſi della ſeconda ſorta.

Queſta
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Queſta formola è la ſteſſa della ritrovata al num.

125., ma in quel luogo eſſa ſerve per i regreſſi della

prima ſorta delle evolute , e queſta per i regreſſi

della ſeconda forta delle curve genite dell'evolute , ,

eſſendo x , ed y le coordinate nell'uno, e nell'altro

caſo delle curve genite.

FINE DEL SECONDO LIBRo.
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A N A L I T I C H E

IL I BR O T E R Z O

Del Calcolo Integrale.





I N S T I TU ZI ON I

A N A L I TI C H E

L I B R O T E R ZO

Del Calcolo Integrale,

L Calcolo Integrale, che ſuole dirſi ancora cal

colo ſommatorio, è un metodo di ridurre una

quantità differenziale a quella quantità, di cui

- eſſa è la differenza, onde le operazioni del cal

colo integrale ſono oppoſte a quelle del differenziale,

e però ſi chiama ancora metodo inverſo delle fluſſioni

o ſia delle differenze. Per cagion d'eſempio il differen

ziale di x è dx, e per conſeguenza x è l'integrale di

dx. Quindi ſarà ſegno ſicuro, che ſia giuſto quell'inte

grale, che differenziato reſtituirà la quantità propoſta

da integrarſi. In due diverſe maniere ſi ricercano gl'in

tegrali delle formole differenziali, in una per mezzo di

eſpreſſioni finite algebraiche, o ridotte a quadrature .

ſuppoſte; nell'altra facendo uſo delle ſerie. Delle rego

le della prima maniera tratterò nel primo Capo; dell'

altra nel ſecondo, a cui aggiungerò il terzo dell'uſo di

eſſe regole per le retificazioni di curve, quadrature di

ſpazi ec., e finalmente il quarto, che tratterà del Cal

colo. Eſponenziale.

- e - 3. CAPO
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l

Delle regole dell'integrazioni eſpreſſe da formole finite

algebraiche, o ridotte a quadrature ſuppoſte.

I Come nelle quantità incompleſſe elevate a -

qualunque poteſtà il differenziale loro è il prodotto dell'

eſponente della variabile nella variabile ſteſſa elevata -

alla medeſima poteſtà diminuita dell'unità, e moltipli

cata nella ſua differenza; così l'integrale del prodotto

d'una variabile elevata a qualunque poteſtà nella diffe

senza della ſteſſa variabile è la variabile elevata alla .

poteſtà, il di cui eſponente ſia accreſciuto dell'unità, di

viſa per lo ſteſſo eſponente così accreſciuto, e ciò, qua

lunque ſiaſi l'eſponente della poteſtà della variabile nel

la formola differenziale, cioè poſitivo, o negativo, in

tiero, o rotto. Per eſempio l'integrale di maº- dx
mx m- i -- I - - -

ſarà TETFT , cioè cº . L'integrale di x º dx

-- m -- I it m +- n

ſarà egli x. " , cioè nº º -

im + 1 it m +-n 1- 1 -

n. - i

2. Nè punto alterano la regola le quantità coſtan

ti incompleſſe, o compleſſe, per le quali ſia moltiplica

ta, o diviſa la formola differenziale, rimanendo eſſe ,

nell'
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nell'integrale, quali erano nella formola differenziale,

e però l'integrale di aax "da ſarà aax"rº

- ml - ce i Xi:

3. Che ſe la formola differenziale ſarà una frazio

ne, il di cui denominatore ſia pure una qualunque poteſtà

della variabile moltiplicata ancora, ſe ſi vuole, per qua

lunque coſtante, come a dire la formola x”dx ,

- : - - - aax "–bbx”

cioè a ºds , come che eſſa è la medeſima di

aa– bb X x” - - - ,

queſta xº-” dx, ſarà perciò ſoggetta alla data regola.

aa – bb -

4. Ma quì fa d'uopo avvertire, che acciò gl'inte

grali ſieno compiti, deveſi ad eſſi ſempre aggiungere,

o da eſſi ſottrarre una quantità coſtante a piacere, la .

quale ne caſi particolari ſi determina poi, come ſi ve

drà a ſuo luogo. -

Quindi l'integrale compito, per eſempio, di dx ſarà

a + a, (intendendo per a una coſtante qualunque) di xxdx

ſarà x + a', e così degl'altri. La ragione di ciò è, che non

3 -

avendo le quantità coſtanti differenziale, la dx tanto può

eſſere la differenziale di x, quanto di x - a , quanto di

x –b ec., e però tanto x, quanto x - a, quanto x–bec.

poſſono eſſere gl'integrali di dx ; lo ſteſſo vale di qualun

que altra formola.
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5. La ſteſſa regola d'integrare ſerve per le formo

le differenziali compleſſe, cioè compoſte di molti ter

mini, purchè, ſe anno denominatore, ſia egli o tutto

coſtante, o ſe contiene la variabile, ſia incompleſſo,

cioè d'un ſolo termine , o riducibile ad eſſer tale.

Imperocchè in queſti caſi la formola differenziale

compleſſa ſi riſolve in altrettante incompleſſe, quanti

ſono i termini della compleſſa, e però ciaſcheduna è

ſoggetta alla mentovata regola . Sia la formola

bx m dx - aaxº- “ dx ; queſta equivale alle due ,

aa – bb - - - -

bx ºdx + aaxº- dx , e però gl'integrali di queſte ,

due formole ſaranno l'integrale della prima , cioè

bx m - , - aax" tf.

m . Xaa - Ub m Xaa – bb

Sia ba dx – a dx ; queſta equivale alle due

. le -

a x ºs - Cºrº - - - - -

• A -

bx dx – a dx , cioè bºrdº - a“x Tº dx , e ,

a- e X un a e X xx a - C a - 0

bxx – a x - . . . .
però l'integrale ſarà ºº fier f, cioè

a - C - I a- C:

bxx - a r f .

2a - 28 a TeX x - - ,

Sia by mdx –aaxº- dx ; queſta couivale alle due
º X . r

bx m – 2 dx–aax m - 3 dx, e però l'integrale ſarà breº - –

777 - I

aax m- º + f .
- - 6.

m2 - 2,
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6. Se in oltre la formola differenziale compleſſa.

ſarà elevata a qualche poteſtà, il di cui eſponente ſia

poſitivo, ed intiero, ridotta eſſa attualmente alla data

poteſtà, ciaſcun termine s'integrerà colla ſteſſa regola.

7. Tutto ciò, che fin'ora è detto, procede quan

do nella formola differenziale neſſun termine vi ſia, in

cui l'eſponente della variabile ſia l'unità negativa, co

me adx, o ſia ax - dx, imperocchè ſecondo la rego
-

-
- -

-

2C - - -

la l'integrale ſarebbe are - º t', o ſia axº, cioè infi

- 1 - 1 , o
- -

, - ,

nito; il che nulla ci fa ſapere.

-

8. In queſti caſi adunque biſogna ricorrere ad altri

metodi. Due ſono quelli, che ſervono: uno per mcz

zo d'una curva, che ſi chiama Logaritmica, ed anco

Logiſtica, l'altro per mezzo di ſerie infinite. Delle ſe

rie infinite, delle quali in moltiſſimi altri caſi ſi può

fare uſo, come ſi vedrà, ne parlerò nel ſecondo Capo.

9. Per ora, quanto alla Logaritmica, ella è una

curva di tale proprietà, che preſe nell' aſſe le affiſſe in .

proporzione aritmetica, le corriſpondenti ordinate ſono

in proporzione geometrica. E però l'aſſe A D (Fig. 1.)

ſi divida in parti eguali AB, BC, CD ec., ſu i punti

A, B, C, D ec, ſi eriggano le perpendicolari AE,

BF, cc, DH ec. tali, che ſieno tra di loro in geo

metrica proporzione; i punti E, F, G, H ec. ſaranno

nella
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nella curva, e di nuovo dividendo in parti eguali le

A B, BC ec., e ſopra le diviſioni alzando le perpendi

colari nella ſteſſa geometrica proporzione, ſi averanno

altri punti intermedi, e finalmente moltiplicando in in

finito le diviſioni, avremo infiniti punti, cioè la curva

ſteſſa . . . - - - - -

s Diviſo adunque l'aſſe in parti infinitiſſime, ed egua

li, ſia una di queſte CM=dx, l'ordinata CGEy, e

ad eſſa infinitamente proſſima MO , ſarà adunque.

NO=dy. Sia un'altra ordinata D H=z, ed altre, quan

te ſi vuole, corriſpondenti ad affiſſe aritmeticamente pro

porzionali. Averanno adunque eſſe ordinate tra loro la

medeſima proporzione, ma per conſeguenza ſaranno

pure nella ſteſſa proporzione le loro differenziali, adun

que ſarà dp, dz :: y, z, o ſia di , y i dz, z; onde ſarà

coſtante la ragione di dy alla y, e però aſſumendoſi

coſtante la dx, ſarà d , y:: dº, a, cioè ady 5 dx, equa

zione della curva . -- - y

E' facile il vedere, che la fottangente di queſta -

curva ſarà ſempre coſtante , imperocche nella formola

generale della ſottangente (ºi) ſoſtituito in luogo di

y il valore dato dall'equazione della curva, avraſſi

5 dx =adydx = a . Ma comecchè la progreſſione geome

7 - -

trica creſcente delle ordinate ſi può produrre in infini

- to

e --
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to, creſcendo pure in infinito aritmeticamente le aſſiſe,

anderà in infinito la curva, e ſempre allontanandoſi

dall'aſſe. E perchè la ſteſſa progreſſione ſi può pro

durre ancora in infinito, ma decreſcente, creſcendo

ſempre le aſſiſe, anderà da queſt'altra parte in infinito

la curva, ma ſempre accoſtandoſi all'aſſe ſenza toccar

lo mai, e però ſarà egli aſintoto di eſſa curva.

1o. In queſt'altra maniera ancora, fra le molte ,

ſi può intendere deſcritta la Logaritmica. -

Sia la retta indefinita MH (Fig. 2 ) diviſa in parti

eguali MN, NB, BK ec., e preſa N1 a piacere, ſul

punto 1 ſi alzi la normale io di quella grandezza, che

ſi vuole, indi ſi conduca NO, e ſul punto A ſi alzi la

normale AC fin che incontri No prodotta in C; dal

punto B ſi tiri BC, e ſul punto E ſi alzi la normale

E D, che incontri Bc prodotta in D ; dal punto K ſi

tiri K D, e ſul punto F ſi alzi la normale FP, che in

contri KD prodotta nel punto P ; e nello ſteſſo modo

ſi continovi in infinito l'operazione, ed i punti O, C,

D, P ec. ſaranno nella curva logaritmica. Per avere i

punti intermedi fra 0, C, D, Pec. ſi dividano per me

tà le porzioni MN, NB, e ripetuta la ſteſſa operazio

ne, ſi avranno altri punti, e finalmente col moltipli

care in infinito le diviſioni eguali nella retta MH, cioè

col ſupporre infiniteſime, ed eguali le porzioni MN,

N B ec. averemo infiniti punti, i quali ci ſegneranno la

-

Cll Va
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curva logaritmica, la di cui ſottangente, come appari

ſce dalla coſtruzione, ſarà ſempre coſtante. Chiamata

adunque NI=a, e poſte a dx le infiniteſime coſtanti

porzioni dell'aſſe , ſia l'ordinata G REy, G H=dx ,

TS = dy; per la ſimilitudine de triangoli STR, R GA,

farà dy, dx::y, a, cioè adv- dx, equazione della curva.

y -

Da queſta coſtruzione ſi deduce pure quello , che

la prima ſuppone, vale a dire la primaria proprietà

della logaritmica, che ſieno in geometrica proporzione

le ordinate, che corriſpondono alle aſfiſſe in proporzio

ne aritmetica. Imperocchè, ſuppoſte infiniteſime le egua

li porzioni dell'aſſe, l'archetto OC ſarà la tangente NO

prodotta, l'archetto CD ſarà la tangente BC prodotta,

l'archetto PD la tangente KD prodotta, e così di tutti

gl'altri; ſaranno adunque ſimili i triangoli o IN, CAN,

e però ſarà OI, CA:: NI, NA; così pure per la ſimi

litudine de triangoli CAB, DE B ſarà CA, D E:: BA,

BE ; ma NI = BA, NA=BE, adunque ſarà OI,

CA :: CA, DE , e così ſucceſſivamente; e però le or

dinate ſaranno in continua proporzione geometrica ..

Quindi anche conſiderando l'aſſe non diviſo in parti in

finiteſime, ma finite, ed eguali, perchè le intermedie

ordinate proporzionali fra IO, per eſempio, e CA ſo

no nè più, nè meno di numero delle intermedie fra

CA, e DE, e così dell'altre; ſaranno pure le Io,

CA,
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CA, DE in proporzione geometrica corriſpondenti ad

aſſiſſe in proporzione aritmetica. Anzi preſe due ordi

nate a piacere, e preſe due altre, dovunque ſi vuole,

purchè la diſtanza fra la prima, e la ſeconda ſia la .

ſteſſa della diſtanza fra la terza, e la quarta, come ſa

rebbero IO, CA, RG, SH; ſarà la prima alla ſeconda,

come la terza alla quarta. ,

La curva logaritmica non ſi può geometricamente

deſcrivere, bensì organicamente, e però è una curva

mecanica, e l'impoſſibilità di eſſere geometricamente

deſcritta è la ſteſſa dell'impoſſibilità della quadratura .

dello ſpazio iperbolico, come ſi vedrà a ſuo luogo,

quindi gl'integrali di quelle formole differenziali, che

portano alla logaritmica, ſi dicono ancora dipendere

dalla quadratura dell'iperbola.

Nella logaritmica adunque le porzioni dell'aſſe, o

fa le aſſiſe preſe da un punto fiſſo corriſpondono alle

ordinate in quella guiſa appunto, che nelle tavole tri

gonometriche corriſpondono i logaritmi alla ſerie natu

rale de numeri. . . . .

11. Ciò poſto ſia (Fig. 3.) la logaritmica D c, la

di cui ſottotangente eguale all'unità, o pure, ſe ſi

vuole, eguale alla coſtante a, e ſia l'ordinata AD

eguale alla ſottangente, cioè eguale all'unità, o ſia .

alla coſtante a , che fa figura d'unità . Preſa una qua- -

lunque aſſiſſa A BEx, fia BC=y, ma l'equazione della

b ClTV3

-
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curva è ad E dx, adunque l'integrale di ad, ſarà se,
» , y - - y i .

ma x =AB, ed AB è il logaritmo di B C, cioè di y,

adunque ſervendoſi del ſegnoſ per ſignificare integra

le o ſomma, che vuol dire lo ſteſſo, e del ſegno V,

ir 3

che vuol dire logaritmo, ſaràſºp nella logaritmi

ci, la di cui ſottingente ſia =a. Iſteſamente farà

ſ dy = ly nella logaritmica della ſottangente = 1 ;

J'

ſi- y nella logaritmica della ſottangente - b ;

ſy - - - -

ady = lb-y nella logaritmica della ſottangente = 7 ,

b + y -

cioè preſa nella logaritmica la ordinata BCEAH=y,

fe ad eſſa ſi aggiungerà HK=b, e ſi condurrà KG

parallela all'aſintoto, e ſi abbaſſerà GE parallela ad

AD, ſarà GE=y -b, e però A E=lb y.
- 4 - - - - - -

12. Dalla natura della logaritmica chiaramente ſi

vede, che qualunque volta la quantità, di cui ſi vuole

il logaritmo, è quantità infinita, facendo eſſa figura di

ordinata infinita nella logaritmica, ſarà pure infinita.

l'intercetta nell'aſſe fra eſſa, ed il punto A, e però in

finito il logaritmo; e ſe eſſa ſarà eguale alla prima A p,

cioè alla ſottangente, il logaritmo ſarà eguale al zero;

i i - c
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e ſe ſarà minore di AD, come ſarebbe 9 A, il loga

ritmo ſarà º A, e negativo; e finalmente, ſe ſarà Eo,

il logaritmo ſarà infinito. Se la formola diffenziale.

foſſe – d», l' integrale ſarebbe – ly, e ſe foſſe – dy,

y . . - - e Hy,

l'integrale ſarebbe – la +y, ma ſe ſarà - dv, l'inte

- - - =r -

grale ſarà la–y, e ſe farà ay, l' integrale ſarà –la Fy,

- a- , - -

intendendo queſti logaritmi nella logaritmica della ſot;

tangente eguale all'unità. La ragione di ciò ſi è, che

ſiccome l'integrale di dy è ly, così il differenziale di

ly è dy, e generalmente parlando, il differenziale di

una quantità logaritmica è la frazione, il di cui'nume

ratore ſia il prodotto della ſottangente nel differenziale

della quantità, ed il denominatore la quantità ſteſſa -,
- . . . . . r T - - Niv

adunque il differenziale di – la Fy ſarà –dy, il diffs

º º o i a Fy 3:lo i e 3

renziale di la-y ſarà – dy; il differenziale di –la-y

- a - r . . . . . c . i

farà d ' , ſuppoſta la ſottangente della logaritmica = 1,

a F3 - - - - . O .

e quando non ſia tale, ſi moltiplicheranno i numerato

ri dei differenziali nella data ſottangente. -

13. Ma poichè la logaritmica non a ordinate nega

b 2 tive,
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tive, pare, che non ſi ſaprebbe ritrovare la quantità,

che corriſponda all'eſpreſſione latº, cioè quale ſia il

logaritmo di a-y, qualora a–y ſia quantità negativa,

cioè , maggiore di a ; ma in queſto caſo avvertaſi, che

è la ſteſſa coſa la Fy, e lyEa, e che in tale ſuppo

ſto eſſendo y–a poſitiva eſſa può eſſere ordinata nella

logaritmica , ed in fatti differenziando il primo logarit

mo ſi à – dy, differenziando il ſecondo ſi a dy , e

a – y 3 - a

mutando i ſegni al numeratore, e denominatore, ſia -dy,
: i : - - e

- a - V

che è lo ſteſſo del primo:

14. Dalla proprietà della logaritmica altre ſe ne de

ducono intorno alle quantità logaritmiche, ed in primo

luogo, che il multiplo, o ſubmultiplo di un logaritmo

ſarà il logaritmo della quantità elevata alla poteſtà del

dato numero, così 2 la =l vx ; 3 la = la '; È la =l Vx;

; la = lVs ; n la =ls"; ; la Elz 7, e la ragione ſi

è, perchè, preſa nella logaritmica una qualunque ordina

ta OP=y, il di cui logaritmo è AO (Fig. 3.), ſe ſi

faranno A O, os, SV ec. eguali tra loro 9 ſaranno A O,

AS, AV aritmeticamente proporzionali, e le ordinate ,

AD, OP, ST, VI ec. ſaranno geometricamente pro

porzionali, onde poſta AD eguale all'unità, o P =y ;

ſarà ST=yy, VI= y' ec., ma AS doppia di A O è lo

33 - -- º ſi º ii - , i -- - - - - - - - .

a i di garitmo

-
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garitmo di yy, cioè lo», ed AV tripla di Ao è ly ;

adunque 2 y=lyy, 3 ly=ly'. Così pure, poſta Ao=ly,

e diviſa per metà in M, ſarà M N= vºy, e però A M=

i AO, cioè i ly, ſarà ly; . Iſteſſamente poſta QR=y,

e diviſa AQ in tre parti eguali in M, ed O, ſarà

3 1 I

MN = Vy, cioè , , , ma AM =i 1, , adunque ,

l

I - - -

7 ly=ly7, e così degl'altri.

Nè deveſi ommettere di avvertire, che l'integrale

di – dy non è ſolo –ly, come ſi è veduto al num.

y

12., ma che può eſprimerſi anco per lº , o ſia ly- ;

concioſiacchè preſa nella logaritmica una qualunque or

dinata O P=y, e fatta A n = A O, ſarà per la natura ,

della curva OP, AD :: A D, n A, cioè 3 , 1 :: 1 ,

9 A = 1 ; ma AQ è il logaritmo negativo di OP, cioè

9

di y, ed è aſſieme il logaritmo di º A, dunque ſarà

–ly=7; =ly-', vale a dire, che il logaritmo nega

tivo di una qualunque quantità ſarà lo ſteſſo del loga

ritmo poſitivo della frazione, di cui eſſa quantità formi

il denominatore, o ſia della quantità ſteſſa con l'eſpo

-

-
- - - - V A - - º

nente negativo; così ſarà - m y = gm = y

15. In oltre la ſomma di due, di tre ec. logaritmi

ſarà
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ſarà eguale al logaritmo del prodotto delle quantità,

delle quali eſſi ſono i logaritmi, e la differenza di due,

di tre ec. logaritmi ſarà eguale al logaritmo della fra

zione, il di cui numeratore ſia il prodotto delle quan

tità, delle quali eſſi ſono i logaritmi poſitivi, ed il de

nominatore ſia il prodotto delle quantità, delle quali

ſono i logaritmi negativi . Imperocchè ſia O P = y,

gR=z , ſarà A O = ly, A Q = l2 ; ſi prenda Q B=AO,

ſarà AB=ly - l 2; ma AB è pure il logaritmo di BC,

e per la proprietà della logaritmica, BC è la quarta -

proporzionale di AD, OP, QR, cioè - vz, adunque

ſarà A BEly - la zlzy. Sia un'altra ordinata MN=p,

ſi prenda B VEAM, ſarà AV= A M - AB = lp - lyz ;

ma AP è il logaritmo di VI, ed VI = pyz, adunque

lp - ly - Vz = lpyz .

Sia di nuovo QR = z, O P=y, e ſi prenda Q M =

AO, ſarà AM=AQ–AO=lz-ly; ma AM è il lo

garitmo di MN, e per la ſteſſa proprietà della logarit

mica, MN = z , adunque A M= l'z– ly = l; . Sia

3' -

un'altra ordinata BC=p, e ſi prenda X AEB M, ſarà

sA=–AB - AME-lp - l; ; ma x A è il loga

ritmo di 2 ri , ed XII è - z ( per eſſere la quarta pro

p y -

por
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porzionale di Bc, MN, AD ), adunque la - ly -

lp = li; CC,

r6. Siccome negli altri caſi, così ancora in queſti

delle integrazioni per via di logaritmi, ſi deve ſempre

aggiungere la coſtante, cioè il logaritmo di quantità

coſtante arbitraria, da determinarſi poi ne caſi par

ticolari.

17. Ma quando le formole differenziali propoſte

da integrarſi ſieno frazioni col denominatore compleſſo,

ſi poſſono dare alcuni caſi, ne quali è facile avere il

loro integrale col mezzo della logaritmica, e ſarà ogni

qual volta il numeratore della frazione ſia il differen

ziale preciſo del denominatore, o pure il multiplo, o

ſubmultiplo di eſſo differenziale, anzi ogni qual volta

gli ſia proporzionale, ed in queſti caſi l'integrale della

formola è il logaritmo del denominatore, o pure il

multiplo, o ſubmultiplo, o proporzionale di eſſo lo

garitmo .

Così l'integrale di 2xdx ſarà l'ad - ex ; l'integrale

aa -- xx;

di – 2xdx ſarà laa – xx ; l'integrale di 3.xxdx ſarà

aa - a º a º + x º

la - e' ; l'integrale di 4xdx ſarà 2 laa - xx, cioè

aa +- xx

2,

l aa - ex ; l'integrale di xdx ſarà , la r xx,
aa + xx

cioè
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- - 2 ,,, -

cioè laa + xx ; l'integrale di xxdx farà i la' - e' 9

a º + x º

cioè l Va - si e generalmente l'integrale di

---

a º + x º

mxºT º dx ſarà t m lani- vº , cioè ti m la i-sen ,

n
-

rº

o ſia + la "i- e' ". Così l'integrale di adv –2xdx

2X - X'37

v - - - r

ſarà l as - ex , l'integrale di adv – cdx ſarà

a X - 3637

l vax-xx, e così degli altri a piacere, preſi queſti

logaritmi nella logaritmica della ſottangente = I .

18. Ma ſe il numeratore della frazione non è del

la forma, che abbiamo conſiderata, quando però il de

nominatore ſia tale, che neſſuno de' ſuoi componenti

lineari ſia immaginario, cioè quando tutte le radici,

dal prodotto delle quali egli è nato, ſieno reali, allora

ſi proceda nella ſeguente maniera.

19. Ed in primo luogo le radici del denominato

re, o ſaranno tutte eguali tra loro, o no; ſe ſono tut

a º dx. ſi

- -, il pon

a sta

te eguali, come le avrebbe la formola

- 7a º

ga x + azz, e però dx=iz » x º Ezra , x tarzº;

c
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ºnº

e ſoſtituendo nella formola queſti valori, ſarà zi: a dz.

2 n

Fatta pertanto attualmente la poteſtà m, ciaſcun termi

ne ſi ſaprà integrare, o algebraicamente, o tranſcen

dentemente per mezzo della logaritmica; quindi reſti

tuito in luogo di z il valore dato per x, averemo l'in

tegrale della propoſta formola º "º
ma -

a t a

Sia per eſempio º 'dº. Pongo e – azz, e però
- – 3

ar- a

- 3

dx = dz, e' = z” - 3azz - 3aaz - a', x–a =zº, e -

fatte le ſoſtituzioni, ſarà zºdz - 3azzdz - 3aazdz - a' dz,

- 2 º

ed integrando, z -3 l.z – 3aa – a', e reſtituendo in

- 2. 222

luogo di z il valore dato per x, averemo finalmente ,

3

ſi º =x-a -la-a – 3aa – a' , il qual in

3 - 2.
3 - a ag - a 2 X x - a

tegrale differenziato reſtituirà la formola propoſta da -

integrarſi.

2o. Che ſe le radici del denominatore non ſaran

no tutte eguali, ma o tutte diſuguali, o miſte d'ugua

li, e d'ineguali, allora conviene prima preparare la

formola col rendere poſitivo il termine della maſſima -

C poteſtà
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poteſtà della variabile nel denominatore, ſe foſſe nega

tivo, indi liberarlo da coefficienti, ſe ne è, di poi ſe

la variabile nel numeratore, quando vi ſia, foſſe ele

vata a poteſtà maggiore, o eguale alla maſſima, che a

nel denominatore, debbeſi dividere il numeratore per

lo denominatore fin a tanto, che l'eſponente della va

riabile in quello ſia minore, che in queſto ; in fine ſi

trovino algebraicamente le radici del denominatore , .

Sia per cagion d'eſempio la formola – aadx . Mutan
aa - 4vº:

- - - - - - I - -

do i ſegni, e dividendo per 4, ſarà aadx , cioè

rx– aa

i aadx . Sia aadx , dividen

s – . a X x - ; a 2xx + 4ax + 2bx +- 2ab

do per 2 , ſarà º aadx , cioè : aadx .

sex - 2ax - bx + 2ab a F 2aX . - E

Se nel numeratore vi foſſe ſtata la variabile, ed eleva

ta a maggiore poteſtà, che nel denominatore, ſi avreb

be fatta l'attual diviſione, per cui avremmo avuti degl'

intieri, e de rotti: gl'intieri ſi tratterebbero nelle ma

niere fin'ora ſpiegate; i rotti nella ſeguente.

21. Sia la frazione 4 aadx , dico : che

a -- 2a X + b -

queſta ſarà eguale a due frazioni, il numeratore delle

quali



ANALITICHE LIB. III. 63 i

quali ſia lo ſteſſo di queſta, ed i denominatori ſieno:

della prima il prodotto d'una delle radici nella diffe

renza della quantità coſtante dell'altra radice, e della

quantità coſtante della radice poſta; della ſeconda ſia

il prodotto dell'altra radice nella differenza della co

ſtante della prima radice, e della coſtante di queſta .

- 1 I -

ſeconda, cioè :aadx = ºaadx + : aada ,

s - a X x l . E Zax b - 2a E b Xza º

e ſe le radici foſſero tre, quattro ec. ſi proceda ſempre

collo ſteſſo metodo; ed in fatti riducendo al comune -

denominatore le frazioni in tal guiſa ritrovate, reſtitui

ranno eſſe la frazione prima onde ſono nate.

Gl'integrali adunque di tali frazioni così ſpezzate,

i quali ſaranno ſempre in noſtra mano, ſuppoſta la lo

garitmica, ſaranno gl'integrali della propoſta formola,

e però ſarà

I - I I e -

f º aadx = : a la t-b – ; a 1x -2a, cioè

- E a X x - E 2a– b 2a–b

+ b - - -

3 a li, o ſia a lºrº nella logaritmica2, 3 -- 2a -

- l ... -

2a –b 2a b ” “

della ſottangente E a .

- aadx

- Sia i– eſſa ſi ſpezzerà nelle ,

A +- È a X a –: d -

c 2 due
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r -r T

7 aadx -- a 4 aadx

m –i

a - Eax – ;a– ; a a – ; aXi a -; a

CiOc , e però ſarà -
I

a –: a 3 +- - 4

I d m x– è a -

ſ 7 aaas i i l 2 º , o ſia =

I

a + a X x-; a a + 7 a

-

4 I

l º -; a , nella logaritmica della ſottangente =a.

V -

I

a + , d

Sia a dx , eſſa ſi ſpezzerà nelle tre

a Fa Xx– b Xx+ e

a dx -- a º dx -- a º dx. »

, aXTV aX Fa a b)(a FBXc Fb eXa FeX b- e

e però ºf a º dx T. Q4 l x - a -

a + a Xs - è X a Fe a Xar e

v,

(20 l x –b – . aa l x - c nella logarit
-

-

a + º X e - b at eXi Fi

mica della ſottangente E a .

Sia – a dx , cioè – aº dx ; eſſa -

3 º– da x a - a Xx–a X x + o

-

fi
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ſi ſpezzerà nelle tre
\

– a dx. – a' dx. - – a dx

a - a X F a X o - a sº - a XiaX o Fa 5 -- e Xa- oX Fa– s

cioè – adx – adx - adx ; e però ſarà

2 Xx - a 2 Xx – a x

x

– a dx = l x – : l ex - aa, cioè - l

3 º– aaA,

nella logaritmica della ſottangente = a.

-

º xx – aa

22. Se il denominatore della formola ſarà miſto

di radici eguali , ed ineguali , come per eſempio

a” dx

- , allora ſi conſideri la formola, come ,

s - b Xx - e

3 - -

ſe foſſe –tº , e ſpezzata queſta al ſolito, ſarà

º - b)( 3 -- C

a dx = a º dx - a º dx

a = EX + e - – i X e b . - c X E7E e

moltiplicando i denominatori per e –b, altra radice .

della propoſta formola, ſarà anco

a dx = a º dx -- a º dx 9

i a -- c st e X7 E i º e XX e X- b- e

ma il primo termine dell'omogeneo di comparazione a

il denominatore di radici tutte eguali, ed il ſecondo

di radici tutte diſuguali ; adunque l'uno, e l'altro ma

neggiato, come ſi è detto, potremo avere l'integrale di

, adunque ,

– e º - , il quale ſarà in parte algebraico, ed
2. -

ac - b /S x +- e - lIl
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in parte logaritmico, cioè ad 1 xi-c - a ,
-- - - - 7 + e » – b s - E XV e

-
-

preſo il logaritmo nella logaritmica della ſottangente = a.

Se le radici eguali ſaranno in maggior numero, ſi

dovrà nello ſteſſo modo ripetere l'operazione fin che

ſia neceſſario .

23. Rimane ora da conſiderarſi il caſo, in cui le

frazioni abbiano in oltre nel numeratore la variabile a

qualunque poteſtà, intendendo però ſempre, come è

ſtato avvertito di ſopra, che la poteſtà di eſſa variabile

nel numeratore ſia minore della maſſima , che è nel

denominatore, e non lo eſſendo, ſi riduca tale con .

l'attual diviſione.

In queſti caſi ſi tratti la formola nello ſteſſo mo

do, come ſe nel numeratore non vi foſſe poteſtà alcu

ma della variabile , ſpezzandola nel modo ſpiegato in .

altrettante, quante ſono le radici del denominatore , ,

indi, ſe l'eſponente della variabile nel numeratore del

la data formola è di numero diſpari, ſi mutino i ſegni

a numeratori delle ritrovate frazioni, e ſe è di nume

to pari, ſi laſcino ai numeratori quei ſegni che anno;

di poi ciaſcun numeratore ſi moltiplichi per tanta po

teſtà della coſtante di quella radice, che è nel denomi

natore, quanta è la poteſtà della variabile nel numera

tore della propoſta formola, prefiggendo ad eſſa co

- ſtante
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ſtante elevata a tale poteſtà quel ſegno, che porta il

i ſegno naturale, che a nel denominatore.

Sº º . Conſiderata queſta, come ſe nel

a + a X x – a

numeratore la variabile non vi foſſe, ſi ſpezzerà nelle

7 -,

due º “ º ; ma perchè nel nume

a + a X - 7a - a X a

ratore vi è la variabile elevata alla poteſtà dell'unità, ſi

mutino i ſegni a numeratori, e ſi moltiplichino relati.

vamente per la coſtante di quella radice, che è nel ſuo

denominatore, cioè la prima per a . la ſeconda per

–a, ed averemo -

bbxdx = –bbaxxa – bixx–a s

ri a X x - a s FaXE7a - z– a X za

cioè – º - º , e però ſarà

2 X x Fa 2 X x - a

ſ bbxdx. = b i va a - b l v -a , o fia .

J x +- aX x - a

= b l v xx –aa, nella logaritmica della ſottangente =b;

o pure, ſe ſi vuole, ſarà - bb l vax-aa nella lo

garitmica della ſottangente = 1 .

Ma era ſuperfluo il ridurre queſta formola alle due

frazioni, poichè eſſendo eſſa bbxdx , il numeratore è
-

º X - da -

appunto la metà del differenziale del denominatore, e

però
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però ſenz'altra operazione l'integrale ſarà , come al

num. 17. ſi è detto, bb l v xx-aa nella logaritmica

della ſottangente E I .

Sia a º dx , cioè a º dx. » e

ss – aa X - FE se” - bºcx –aax –aab

diviſo il numeratore per lo denominatore, avremo

a dx – ba dx - aaxxdx - aabxdx , e diviſo di nuovo

zº +-bxx –aax – aab - -

il termine – ba dx per lo denominatore , avremo

a º dx. = xdx–bdx - aaxxdx +-bbxxdx–aabbax.

a Faa X. - 5 xx - aa X - è

Ma i due primi termini ſono intieri, e l'ultimo non

à la variabile nel numeratore, e però ſi ſa maneggia

re; adunque rimane da ridurſi ſolamente l'altro termine,

- - - v - - -

CIOC aa + bb X xxdx

ax– aa X x +-b

Conſiderato queſto, come ſe non aveſſe la va

riabile nel numeratore , ſarebbe aa + bb X dx =

. - sx - da Xs - b

2a bbX dx - 2a Db Xdx +- aa + bb X dx. s

s - b)(- aa - bb a + a) – zab + 2aa E a X F

à a Ebox st: = aa Fbbx bbdx -
e per tanto ſar
-

a b X xx – aa s Fb X E a El

aa - bbXaadv - aa tº Xandº, onde finalmen

s - a X - ab - aa s - a X al Fara te
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te poi º “da E xdx - bdx – aabbax +

xx - da X F 5, - x + è X xx – aa

aa +-bb Xbbdx - aa + bb Xaadx - aa + bb Xaadx .
-- -- 9

s - E XETF7, a Fa X = al F 2 da . x - a X 2a F2aa

e ſe vogliamo ſpezzare anche il termine -aabºdº ,
- . a + bX X x - aa

per avere in fine l'integrale della propoſta formola -,

-

-

ſarà a º dv = xdx–bav +- bº dx. -i

sx- aa X a + b s b X a b

a º dx +- a º dx Adunque in

º - a X aa - zab a Fa X 2ab - 2aa

4 - - - -

tegrando avremo ſ º dº = xx – by

- - xx – aa X x - b , 2 -

b4 lx - b - a º l x - a - a l x-a ,

aa- bb - 2aa – zab i 2aa +- 2ab . -

preſi tali logaritmi nella logaritmica della ſottangen

te r I .

Così in queſte, come in tutte l'altre integrazioni,

che ſi faranno, s'intenda doverſi aggiungere la coſtan

te, qualora ſarà da me per brevità ommeſſa, il che

baſterà d'avere quì avvertito.

24. Ma le formole differenziali poſſono avere, e

ſpeſſo anno denominatori tali, de quali non ſi poſſono

ritrovare algebraicamente le radici, ciò non oſtante .

però ſerve egualmente bene la regola delle frazioni an

e - , - d che
-
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che in queſti caſi; imperciocchè ſi tratti il denomina

tore, come ſe foſſe un'equazione, e col mezzo delle

interſecazioni delle curve ſi trovino geometricamente

in linee i valori della variabile in quella guiſa appunto,

che ſi coſtruiſcono i problemi ſolidi, e tali valori o

linee ſi chiamino A, B, C, ec. coi ſegni poſitivi, o

negativi ſecondo, che ſono quantità poſitive, o nega

tive; ciaſcuno di queſti ſottratto dalla variabile formerà

le radici del denominatore di modo, che la propoſta -

formola differenziale ſi convertirà in una di queſta .

forma " º -, e ſopra di queſta nello

a –A xx FB xx-C CC,

ſteſſo modo ſi operi, come ſi è operato nel caſo delle

radici algebraiche.

25. E' facile a vederſi, che l'addotta regola ſerve

ſolamente nel caſo, che le radici del denominatore ſieno

tutte reali, perchè altrimenti eſſendo, ſpezzata la for

mola in altre frazioni , tante di queſte ſarebbero imma

ginarie, ed in conſeguenza immaginari gl'integrali,

quante ſono le radici immaginarie nel denominatore

della propoſta formola differenziale, -

26. Quando adunque il denominatore delle propo

ſte formole differenziali ſia compoſto di radici immagi

narie o in tutto, o in parte, fa d'uopo ricorrere ad

altre maniere ; ed in primo luogo abbiano le date for

- - - mole



mole il denominatore di due ſole dimenſioni, cioè di

due radici immaginarie, e ſia per eſempio bbdx .

- - 2 xx +- aa

L'integrale di queſta formola, e di tutte l'altre

ſimili dipende dalla rettificazione, o quadratura del cir

colo: diſſi rettificazione, o quadratura, poichè data .

l'una, è vicendevolmente data l'altra.

Sia pertanto ( Fig. 4 ) il quadrante di circolo ACG,

il raggio AC=a, CD tangente =x, ſarà AB= aa ,

- - Vaa - xx

CB = a Tº , ed EB = º

V aa + xx V da F xx

Condotta AK infinitamente proſſima ad AD, ſarà

E O la fluſſione, o differenza dell'arco CE; e tirata dal

punto O la retta OM parallela ad EB, ed EH paralle

la ad AC, ſarà HE la differenziale di CB, HO la .

aaxdx

differenziale di EB, e però EH = , ed

i aa - xx è

a º dx -2 - º

HOr ; ; adunque l'archetto EO= V HE + HO

aa + xx , - - - - -

ſarà -Va dx º - a º xxdx º E aadx ; adunque l'integra

3 44 -- X x

aa +- xx

le della formola aadx ſarà l'arco CE della tangente

aa +- xx

CD= x, e del raggio CA = a -

- d 2 Ripi
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Ripiglio ora la formola bbdx : moltiplicando il

- da +- xx . - -

numeratore, e denominatore per aa, ſarà eſſa bb X aadx ;
-

-

- - - - ! -

-

–

- - - - - e - - - - - - dal da t- 3c3e

ma l'integrale di aadx è l'arco di circolo, che abbia

º aa + xx - -

per tangente la x, ed il raggio = a, ſarà adunque -

dal +- X'a' -- - - - - , ,

- e o e e . . . - - - - - -

dell'arco di circolo col raggio = a , tangente = x.

Sia la formola aamdx : come che moltiplicando

rxx +- nab - - -

il numeratore, e denominatore per b, equivale a queſt'
- - - r - - - - --- -

altra º X abdx. , ſarà ſ aamdx. = al quarto pro

ſ bbdº = al quarto proporzionale di aa, di bb, e

-

mb xx +- ab mxx +- nab -

porzionale di nb, di am, e dell'arco di circolo col rag

gio = vab, e tangente = x; e lo ſteſſo ſi dica di tutte

l'altre ſimili. - - - - - - - -

27. Per l'oppoſto ſarà adunque il differenziale di

un'arco qualunque di circolo il prodotto del quadrato

del raggio nella differenza della tangente diviſo per la

ſomma del quadrato dello ſteſſo raggio, e del quadra

to della tangente. -

- E come agl'altri integrali, o ſommatorie deveſi ag.

giungere ſempre la coſtante, così a queſti ancora di

rettificazioni di circolo, per avere le ſommatorie com

pite, deveſi aggiungere un'arco coſtante dello ſteſſo

- - circolo,
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circolo, imperciocchè la differenza per cui può creſce

re, o calare l'arco così compoſto del fluente, e del

coſtante, non ſarà mai altro che il differenziale dell'

arco fluente; adunque ad eſſo differenziale può compe

tere per integrale la ſomma dell'arco fluente con qua

lunque arco coſtante del medeſimo circolo. Supponia

mo, che ſia = x la tangente d'un'arco del raggio =a,

e ſia b la tangente di un'altro arco coſtante del mede

ſimo circolo; ſi ſa, che la tangente della ſomma di

queſti due archi ( num. 1o8. Lib. I.) ſarà – ab - aax 9

aa – l:
-

ma il differenziale di queſta moltiplicato nel quadrato

del raggio, ed il prodotto diviſo per lo quadrato del

raggio più il quadrato della ſteſſa tangente ſi trova eſſere

aa tv , che è il differenziale dell'arco fluente; adunque ec.

aa + xx

Se foſſe la formola aadv , eſſendo

- - aa - – b. + lº

xx –2bx + bb un quadrato, ſi faccia x-bzz, e ſo

ſtituendo avremo aadz , e peròſ aadz = all'arco

aa -- 22 aa + za

di circolo del raggio = a , tangente - z, ma zEx-b ;

adunqueſ aadx = all'arco di circolo del rag

- aa + xx – 2bx +- bh - -

gio =a, tangente = x– b, qualora però ſia x mag

giore di b; ma preſa e minore di b , l'integrale ſarà

– arco di circolo col medeſimo raggio, e tangente;

ed
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ed in fatti differenziando, averemo aadx -

aa + bb– 2bx + xx

la ſteſſa formola di prima.

Sia propoſta la formola 4abdx - 3bxdx . Si faccia ſpa

sex –4ax +- 6aa

rire il ſecondo termine nel denominatore col porre

zzy - 2a. Fatte le ſoſtituzioni, ſarà

4abdy + 3bydy - 6abdy, cioè 1oabdy - 3bydy

ſyy + 2aa ſyy + 2aa yy - 2aa

L'integrale del primo termine ſarà adunque il ter

zo proporzionale di a, di 5b, e dell'arco di circolo”

-

col raggio = V 2aa, tangente = y; del ſecondo ſarà

ly - 2aa º nella logaritmica della ſottangente = b.

Adunque reſtituendo in luogo della y il ſuo valore

«–2a, l'integrale della formola 4abdx +-3bxdx ſarà il

a -4ax 3 a

quarto proporzionale di a, 5b, e dell'arco di circolo

col raggio = V 2aa, tangente E x – 2a, con di più

3 - -

l a 6a7 nella logaritmica della ſottangen

te = b . -

28. Paſſando ora a quelle formole differenziali, che

contengono ſegni radicali, cioè quantità elevate a po

teſtà di eſponente rotto, ſe la formola ſarà, o ſi potrà

ridurre



ANALITICHE LIB, III. 643

ridurre ad eſſer tale, che l'incognita ſotto il ſegno non

ecceda la prima dimenſione, e fuori del ſegno ſia po

teſtà poſitiva, allora ſaranno eſſe ſempre algebraicamen

te integrabili, e ſi avranno le integrazioni col ſervirſi

d'una ſempliciſſima ſoſtituzione, cioè col porre la quan

tità ſotto il ſegno eguale ad una nuova variabile.

Sia per tanto adx Vax–aa. Si ponga Vax–aa =z,

e però razz - aa, dx = 2zdz , e fatte le ſoſtituzioni,

d a

avremo 2xzdz , ed integrando 2x', e reſtituendo in .
3 A - e

i – i

luogo di z il valore dato per x, ſarà 2 X ax– aa º

l'integrale della propoſta formola. 3

–r 2

Se la formola foſſe ſtata adx. procedendo

v ax –da

- - I

nello ſteſſo modo averemmo per integrale 2 Xax–aa º .

- -- a,–

Sia xdx Va-s ; poſta ya-s=z, e però e Fa– zº,

dx=–4z'dz, e fatte le ſoſtituzioni, avraſſi – 4az dz -

4z'dz, ed integrando -4azº +-42°, e reſtituendo in

5 9

-

-
– º

luogo di z il valore dato per x, ſarà – 4aX a–x 4 -

5

9 -

4 X a– x 4 .

9 -

Se
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Se la formola foſſe ſtata xdx , procedendo

ſ/ a– x' - )

nello ſteſſo modo avrebbeſi per integrale -

7 -

–4a Xa Fx 7 - 4 Xa– x 4 .

- -

Sia xxdx v a Fx ; poſta va - . - z , e però

v = zz–a , dx = 2zdz , sx=zzTa, e fatte le ſoſtitu

- 2.

zioni, avremo zz–a X 2zzdz, cioè 2xºdz–4azºdz -

2aazzdz , ed integrando, 2x7 – 4azº - 2aaz', e reſti

7 5 3

tuendo in luogo di z il valore dato per x , ſarà final

-

– º –º -

mente 2 X a - x º – 4a X a + x * +- 2aa X a + x º

- - -

l'integrale cercato.

Se la formola foſſe xxdx , ſarebbe l'integrale ,

a + x

3
--

l5 -

2 X a + x º – 4a X a + x * + 2aa X a + x º .

3 . –º

ia xdx V Ts , cioè a dx X a + x º : poſta al

3 - .2 - 2 - 1

ſolito a + x * =a, e però v - z º –a, dx= 2 z 3 dz,

3

e fatte

l
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e fatte le ſoſtituzioni, ſarà z 5 – a X 2z 3 dz , cioè

3

-

4 º Z 5.

2z º dz – 2az . dz, ed integrando, 2z 3 – 2az º ,

-I- 3 7 5

e reſtituendo in luogo di z il valore dato per x, ſarà

Z – 4 -

2 X a + x * – 2a X a + x 2 .

7 5

Se la formola foſſe xdx , averemmo per inte

3.

a + x * - -

grale 2 V a + x + 2al -

l a + x

mºg

-

29. Generalmente: ſia axº dx X a +-x ", e ſieno

gli eſponenti tr m, n numeri intieri poſitivi; poſta al ſo

90g º º e-. I

lito a + x ” = z, e però a + x = z º, dx = n z º dz ,

ma

?

-

n -

scº - zº–a , e fatte le ſoſtituzioni, la formola farà

p

- m

–a X anz º dz, e fatta attualmente la poteſtà t,

na

r

2, sº

ciaſcun termine, come è chiaro, ſarà algebraicamente

integrabile, ne quali termini integrati reſtituito in luogo

di z il valore dato per x, averemo l'integrale algebraico

della propoſta formola. C 3o.
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3o. Se l'eſponente m foſſe negativo di modo, che

la quantità ſotto il ſegno paſſaſſe nel denominatore -,

nel qual caſo l'eſponente m viene ad eſſere poſitivo ;

cioè la formola foſſe ar º dx , fatte le ſteſſe ſoſtitu

-

a +- X "

t

dz , e fatta at

m

-

zioni, averemmo z º– a X anz

ma

È

tualmente la poteſtà t, ſarebbe pure ogni termine alge

braicamente integrabile, ſalvi que caſi, ne' quali s'inſinui

la poteſtà z- . dz, che obbliga a logaritmi.

Ma ſe l'eſponente t ſarà negativo, non ſaranno alge

braicamente integrabili le due ſuddette formole, ſaranno

bensì libere da radicali, e ridotte alle quadrature del cir

colo, e dell'iperbola, come ſi vedrà a ſuo luogo.

31. Ma quand'anche la variabile ſotto il ſegno ſia

elevata a qualunque poteſtà maggiore dell'unità, pur

chè la quantità fuori del ſegno ſia la preciſa differen

ziale, o una proporzionale qualunque alla differenziale ,

della quantità ſotto il ſegno, per mezzo della ſteſſa .

ſempliciſſima ſoſtituzione ſi avranno gl'integrali delle for

mole differenziali, i quali integrali ſaranno ſempre alge

braici, e però - -

Sia 2xdx V. xx + aa .

de xx - aa = zz, 2xdx = 2zdz, e fatte le ſoſtituzioni,

aVICII]O

Pongo V xx - aa = z , on
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-

avremo 222dz, ed integrando 2x', e reſtituendo il va

3

–è

lore di z dato per x, ſarà 2 x xx aa 2 .

-I

Se la formola foſſe 2xdx , averemmo per inte

l xx +- aa

grale 2 V xx + aa . -

Sia 2adx – 4xdx V ax – xx - bb , cioè

2Xadx-2xdx Vax –xx + bb. Pongovax-xx - bb Ez,

e però av-xx + bbzzz, ed adx – 2xdx = 2zdz, e ,

fatte le ſoſtituzioni, averemo 4zzdz, ed integrando

4z , e reſtituendo in luogo di z il valore dato per x,
3

º
ſarà 4 Xax– xx - bbº.

3

Se la formola foſſe 2adº-4ºdº , averemmo

l a: - - Bb -

per integrale 4 Xax – bb 2 :

4

Sia xxdx– 2 axdx V a º – axx , , cioè

3

-

4 4,–

3ºxdx– 2axdx V 3 º – axx . Pongo V 3 º – axx Ez,
T--

3

º Però z” = x – axx, e 3xxdx –2axdx=4z dz, e .

e 2 fatte
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fatte le ſoſtituzioni, averemo 4x dz , ed integrando,

3

4zº, e reſtituendo in luogo di z il valore dato per x,

-

–4

ſàrà 4 X x”– axx 4 .

T;

Se la formola foſſe ſtata 3xxdx– 2axdx , averem

3 VsFarº
3

mo per integrale 4 X x º –axx 4 .

9

3 / 2, –

Sia 2xdx V vx + aa , cioè 2xdx X xx +- aa 3 ;

2. i

2,

pongo xx + aa 3 = z , e però ex - aa = z * , e ,

dz , e fatte le ſoſtituzioni , averemo

3

3 z7 dz , ed integrando 3 z

2, - 5

º
, e reſtituendo in luogo

º / –º

di z il valore dato per x , 3 Xxx - aa VATI e

5

Se la formola foſſe º
, averemmo per in

3 r–º

.3 x +- ala, n

tegrale 3 V X'X -- 22 a

Sia
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- ti

Sia generalmente la formola psem- i dx X e 7 ar º

in cui p , ed m poſſono anche eſſere numeri rotti :

–" ti

pongo x m - aºº - z , e però z" = x m - am , ed

- v – i

mxº- º da z u z º dz, e fatte le ſoſtituzioni, avremo

º -

-

- º - - tl - va

pu zºdz, ed integrando, pu X z º , e reſti

man matt -- mais

-

tuendo in luogo di z il valore dato per x, averemo

pº

per integrale pu X x m - a º X xº - aº “ .

miti -- 1)lli

Se n foſſe negativo, cioè ſe la formola foſſe ,

n

- I - - - - - -

º" º, in cui n è poſitivo, averemmo per inte

x º +- am a tu - fa

l mº 172 tu

grale pu X xº - a -

mtl - mano

Quindi formeremo la regola generale, che l'inte

grale di tali formole ſarà la quantità ſotto al ſegno, ac

creſcendo dell'unità l'eſponente , e dividendola per

eſſo eſponente così accreſciuto, o pure l'integrale ſarà

un proporzionale di queſto, ſecondo la proporzione -,

che averà la quantità differenziale fuori del ſegno al

differenziale preciſo.

32.



32. Ma più generalmente ancora: ſia la formola

m

pxrm- dx X x” - a" " , ſuppoſto però rinumero in

tiero, e poſitivo. Eſſa equivale a queſt'altra

n

pxrm – m X a m-1 dx X x m +- aº º ; pongo al ſolito

º

n

z = x m - a º “ , e però a º - a º = z” , ed

- I - º

dz; e perchè x º = z” –a º, ſa
;

inx º - I dx = u 2,l

ta

y - 1
-

º

ma

–a º . Fatte adunque le ſo

7 - I

rà pure x rm- m = z

la ti

fa

ſtituzioni, averemo p)(z” –a” X u z º dz . Ma

ºrama

poſto r numero intiero, e poſitivo, ſarà pure r– 1

intiero, e poſitivo, adunque fatta attualmente la pote

ſtà r – 1 , ciaſcun termine ſarà algebraicamente inte

grabile, nel qual integrale reſtituito in luogo di z il

valore dato per x, averemo l'integrale della propoſta -

formola.

Se n foſſe negativo, cioè ſe la formola foſſe,

px"- dx , in cui n è poſitivo, fatte le ſoſtituzioni,
m - -

3 º 4- a º 22

ſarebbe
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r - I
-

ſu - 2,

ſarebbe p5 z ”– am X u z dz parimente inte

n:nt

º

grabile, e però ec.

Se in tutti queſti caſi la quantità ſotto il vincolo

in luogo di eſſere x º - a º foſſe x º – aº, o pure .

aº –x”, ſi proceda nello ſteſſo modo, che ciò nul

la turba l'operazione.

Con queſto metodo troveremo per tanto, che ſarà

– ––

ſaxº-as F = 2a Xe + fa º º

3mf

ſera - 2a X e +-fx º

mf

ri

2,

l e + facº

i.

ſassº- as l e +- x7 =–4 - 67 7Xaxe Efx m 2,

- 15mf

I

-

2.

ſaerts--E 2 fx º X aX e + fa º

v e + fa º 3 m f . -

i.

2,

ſassº- dx V e + fx º = a X 16ee– 24efx º + 3offx ºXe -fem

1o5f m
- 1

ſas"- dx = 16ee –8efx º + 6ffx ºX aX e +f x º º ,

e +-fx º 15mf

e così
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e così di mano in mano quanti altri ſi vuole

33. Ancora nel caſo, che la variabile fuori del ſegno

ſia nel denominatore, la formola ſarà algebraicamente e

integrabile col mezzo di due ſoſtituzioni, purchè l'eſpo

mente di eſſa variabile fuori del ſegno abbia una condi

m

zione, cioè la formola ſia da Xº" ta" º Si faccia

rm -- mnt

3' tº

m

a = aa , dx = - aady, a m = a m , x m - aº º =

ſy n ſyy y º

-- - - - -

a TT, F . Fatte le ſoſtituzioni, ſarà la formola
-

-

mºn

ſy gi

st

– aady X aº+ am y” º

m2m . arm +- 2 nn +- 2

gyXy º Xa t. -

grº, +- m:1 - I

y 13

º

cioè a m - a º yº- X–yº- dy »

- d 2,

formola, che a le condizioni qui ſopra ricercate, e che

per mezzo della ſoſtituzione notata (num. 32. ) s'inte

grerà algebraicamente -
- Se



ANALITICHE LIB, III, 653

Se foſſe propoſta la formola a dx , cioè

e “Vax + xx

º'º -, avendo queſta le condizioni ricercate,
9
-

º

a º v a + x

ſarà algebraicamente integrabile, e ciò ſi oſſervi d'al

tre ancora . - - -

34 Ma quì avvertaſi, che nella formola genera

le la u può anche eſſere eguale all'unità, nel qual caſo

la poteſtà di x º + a º ſarà razionale, cioè intera.

Anche in queſto caſo, ſuppoſta la n quantità ne

gativa, (giacchè quando è poſitiva non involve diffi

coltà alcuna X ſi può fare uſo della ſteſſa ſoſtituzione ,.

e del medeſimo metodo, con cui troveranſi gl'integrali

delle formole, i quali integrali però non ſaranno ſem

pre algebraici, anzi per lo più dipenderanno in parte

dalla quadratura dell'iperbola, cioè dalla logaritmica.

Col noto metodo adunque troveremo, che

se m – 1 dx = – 1 X x” + a” - r .

- - 2 172 - - - . . -

3 º +- a º - -

ſz - de- 1 l am + x m +- a m

- 2 “ m -
-

ſer-as-a-ser-a- l aº - x m – a m

–a mo - mg -

a º +- a º - m)(aº - x º

f ſx
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ſºrº - - I -

3 1.

gº + x º 2m X aº - e º -

ſºttº- - I -- a m

2,-3 -

m2 ma

fer= =g F- 2aº – aº ,

a º +- x º mXa" - r" 2mxa -

e quant'altri ſi vuole.

35. Ma è bene molto diverſa la facenda allora .

quando le propoſte formole differenziali, che contengo

no radicali, non ſono tali, che la quantità fuori del ſe.

- gno abbia quelle condizioni da me quì ſopra accennate.

Queſte formole potranno ſempre liberarſi dai radicali,

purchè un ſolo ne contengano, il quale ſia di radice qua

drata, e la incognita ſotto di eſſo non ecceda la ſecon

da dimenſione; ma per queſte fa d'uopo di qualche ri

fleſſione nella ſcelta delle ſoſtituzioni da farſi, acciò ſi

liberino da ſegni radicali; il che fatto, ſi paſſa alle

integrazioni, o algebraiche, o dipendenti dalle quadra

ture del circolo, e dell'iperbola nelle maniere ſpiega

te, ſe alle date regole ſaranno ſottopoſte; ſe no, ſi

rapporteranno ad altri canoni, che ſono per dare in .
breve . - r -

Se adunque la radicale della propoſta formola foſſe

v ax Exx, o pure V xx tax, eſſa radicale ſi pon

- - 82



ANALITICHE LIB. III. 655

ga = xz, intendendo per z una nuova variabile, e per

b -

b una coſtante qualunque. - º -

Se la radicale foſſe va a + aa, ſi ponga la radica

le =x + z, ovvero, ſe ſi vuole, zx–z .

Se la radicale foſſe vaa-xx, o ſia fp–xx ſi

ponga la radicale = vfp -xz, o pure = vfp–xz -

- -I- -

Da queſte così fatte equazioni ſi ricavi il valore di x,

e di dx, che ſi averanno dati per z, e le coſtanti;

queſti valori ſi ſoſtituiſcano nelle date formole, e

ſi averanno libere dai ſegni radicali altre formole date

per z, nelle ſommatorie delle quali, ſe ſi potranno

avere, reſtituito il valore di z dato per x, ſi averanno

le ſommatorie delle formole propoſte. -

36. Se la quantità aveſſe tre termini, cioè il qua

drato della variabile col rettangolo di eſſa nella coſtan

te, e di più il termine tutto coſtante, allora o ſi levi

il ſecondo termine nella ſolita maniera dell'algebra car

teſiana, o pure, ſe il termine coſtante è poſitivo , co

me ſe foſſe varx - ax +- aa, comunque ſieno poſitivi,

o negativi gl'altri, purchè non ſia immaginaria la .

quantità, ſi faccia v xx - ax - aa =a -xz ; e ſe il ter

TET

- f 2 mine
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-

mine coſtante è negativo, come a dire v ex - ax –aa,

ſi faccia l ex +- ax – aa = x +-z.

Da ciò ſi vede, che tutto l'artifizio conſiſte in

paragonare la quantità radicale ad una tale quantità

compoſta della data variabile, e di una nuova colle co

ſtanti, ſicchè ne riſulti un'equazione, da cui ſi poſſa .

avere il valore di x, e di dx libero da ſegni radicali,

Sia propoſta da ſommarſi la formola differenziale

a dx v ax – xx . Pongo l ax – xx = ez , e però

-

b

a– x = xzz, cioè a E abb , e dx = – 2abbzdz,

-II- - zz + bb –

zz + bb

x = a º bº , e Vax – xx= xzz abz . Fatte le ſo

– 3 - b 2 - lº

zz +- bb -

ſtituzioni nella propoſta formola, ſarà eſſa – 2a bºzziz,

- zz +-bb

formola bensì libera da ſegni radicali, ma che però,

ciò non oſtante, non ſi ſa coi dati metodi maneggiare

riſpetto alle ſommazioni. -

Sia aadx . Pongo Vax + xx = xz, e però ſa

- - º l ax + xx e

rà x = abb , dx =- 2abbzdz , Vax + xx=xz = abz :

- –t Tb 2.2 li
22, bb - zz – bb 22

-

Fàtte

-
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Fatte le ſoſtituzioni nella propoſta formola, ſarà eſſa

–2adz, ed integrando, - 2az, e reſtituendo in luogo

li - b -

di z il valore datoresºſi aadx =– 2a V ax + xx .

J x l. ax- ex A'

Sia xdx . Pongo Vax + xx= xz, e fatte le

ax + xx - - - b

neceſſarie ſoſtituzioni, come quì ſopra, la formola ſarà

– 2ab' dz , cioè – 2ab' dz , ma queſta già ſi ſa ma

2, –º -

zz - bb z +- b X2- b

neggiare con la regola delle frazioni, ed avrà per fom

matoria abz + ; a lz-º nella logaritmica della

2,

- zz– bb z +- b

ſottangente eguale all'unità ; e reſtituendo in luogo di

z il valore dato per x, ſaràſ acdx = Vax + xx +

- lº ax -- xx:

-

4. lº a tºrtº nella logaritmica della ſteſſa ſot

Vax + xx + x

tangente E 1 .

Sia 3cdx Pongo V xx - ax–aa = x +-z,

V xx +-ax – aa

e però ſarà º F zz raa, dx = 2azdz – 2zzdz - 2aadz,

a - 22

-

1,

d - 22

e l ex - ax–aa = x + z = aa + az – zz. Fatte le ſo

-

a - 22

ſtitu
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ſtituzioni, ſarà la propoſta formola zz - aax 2dz, cioè

2zzdz - 2aadz, ed integrando, il che per le date re

2,

- d - 22

gole ſi può fare, 5aa –a -2z - a l a– 2z nel
-

4Xart. 4 2

la logaritmica della ſottangente E 1, e reſtituendo in

luogo di z il valore dato per x , ſarà finalmente ,

3cdx t 5aa -

V xx +- ax - da 4 X a+-2x-2 Vxx +- ax-aa

a–2x -2 V ex-ax-aa - 2a l a + 2x-2v ex-ax-aa

4 4 -

nella logaritmica della ſteſſa ſottangente eguale all'unità.
-

37. Affatto ſuperflua intorno ad alcune formole .

differenziali radicali ſarà la fatica di traſmutarle per mez

zo dell'accennate ſoſtituzioni in altre libere da ſegni

radicali, e così prepararle per le integrazioni, e ciò

per tutte quelle, che di natura ſua involvono quadra

tura, o rettificazione di circolo ; perchè ſebbene ſi

convertiranno in altre eſenti da radicali, queſte però

ci porteranno allo ſteſſo circolo. E però ſia (Fig. 5.)

il ſemicircolo GM D, AD raggio = a , A BEx, onde

B F = v aa– xx , e fatta CH infinitamente proſſima a .

BF,
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BF, ſarà BC= dx, EF= xdx . Adunque l'eſpreſ

V aa – xx

ſione del rettangolo infiniteſimo. BCHE ſarà da Vaa–xx,

e però ſas aa– xx = allo ſpazio A BFM. Sarà pu -

re adx l'eſpreſſione dell'archetto infiniteſimo FH,

l aa - xx

e però ſT º = all' arco MF. E ſe l'archetto

l aa – xx

FH ſi moltiplicherà per la metà del raggio , ſarà

aadx eſpreſſione del ſettore infiniteſimo A FH, e
-

2 l aa – xx

però aadx = al ſettore AFM .
-

2 l aa - xx

Sia ora, nel medeſimo circolo, D CE x, e CB=dx,

ſarà CH = V 2ax – xx , E F = adx – xdx . Pertanto

A 2dº - x3"

ſdx v2ax Txx ſarà= allo ſpazio HCD. Cosìſ adx =

lº zar- 3.38

all'arco HD, e ſ aadx = al ſettore AHD. In .

2 V 2ax – xx

queſte adunque ſarà ſuperflua la fatica ; imperciocchè

nel primo caſo pongo v aa – xx = a – xz , e pe.
- b

rò
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rò x = 2abz, dx = 2ab'dz– 2abzzdz ; v. aa – xx =

zz +- bb –– º

zz + bb

a–xz = abb– azz. Fatte le ſoſtituzioni, ſarà ads =

b zz - bb l aa- xx

2abdz, formola di rettificazione di circolo, la di cui

zz + bb

tangente = z, come già ſi è veduto al num. 26.

Sarà pure aadx = aabdz, formola, che invol

2 V aa- e zz +- bb -

ve la ſteſſa rettificazione . -

- –º

Iſteſſamente ſarà dx V aa– xx = 2aabdz Xbb –zz,

3

zz +- bb

formola, che ſebbene non ſi ſa per ora maneggiare , ,

ſi vedrà però in appreſſo dipendere dallo ſteſſo circolo.

r

Nel ſecondo caſo pongo V2ax –xx = xz, e però

b

x = 2abb , dx =–4abbzdz, e v 2ax –xx= xz = 2abz .

zz + bb 2, V zz Tib

zz -- bb -

Fatte le ſoſtituzioni, ſarà adx = – 2abdx, rettifi

V 2ax – xx zz +- bb

cazione di circolo .

Sarà pure aadx = – aabdz , rettificazione ,

zz +-bb

2 l. 2ax – xx

di circolo come ſopra.

Iſteſſa
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Iſteſſamente ſarà da v 2ax –xx = – 8aab'zzdz,

3

zz +- bb

che involve lo ſteſſo circolo.

38. Se le noſtre formole differenziali ſaranno com

poſte di due quantità radicali, l'operazione ſarà in que

ſto caſo raddoppiata, ma ſuccederà egualmente bene,

purchè nelle quantità radicali manchi, o ſia tolto il ſe

condo termine, e la formola ſia moltiplicata per una .

poteſtà diſpari dell'incognita; e ciò col porre una delle

quantità radicali eguale ad una nuova variabile, e così

la propoſta formola ſarà ridotta ad un'altra, che con

terrà una ſola radicale, e che per conſeguenza ſi ma

neggierà nella ſolita maniera..

Sia per eſempio e' da Vaa + xx. Pongo vaa - xx=y,

V bb + xx

e però ex =yy– aa, xdx =ydy. Fatte le ſoſtituzioni,

ſarà 9dyXyy –aa, cioè yºdy – aayydy ,

l yy – aa - bb - V yE aa ETVi, y – aa + bb

ciaſcheduna delle quali ſi ſa maneggiare.

39. Per poco, che ſi rifletta a queſta manie

ra di operare, è facile a conoſcere, che in queſte

formole radicali non ſuccederà di poterle generalmen

te liberare dal vincolo radicale, ſe non quando ſia .

radice quadrata, e la incognita ſotto il vincolo non

ecceda la ſeconda dimenſione . Diſſi generalmente - ,

8 perchè
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perchè in parecchi caſi ſuccede la facenda, qualunque

ſiaſi il ſegno radicale, e qualunque la poteſtà dell'inco

gnita ſotto il ſegno, e certamente in tutti i caſi com

preſi dalle due ſeguenti formole, la prima delle quali

+- i -

- -- m - - - -

ſarà di X yº + bº in cui m. n. t ſono numeri inſy 2 3 re » -

ſy tm +- I

tieri, e poſitivi, e poſſono anche eſſere zero, e ciò

l

s'ottiene facendo yº - bm " = z, e però pº =zº–bº,

dy = nzº- . dz , onde fatte le ſoſtituzioni , ſarà

mym -
rt 1 - - st 1

mzº-1 dz X z , cioè nzº- . dz X z , ma a

mytm+ m 7 F 1X m

- my

i Fi Xm –º + º
= zº – bm , e quando t ſia numero

intiero, ſarà intiera la poteſtà t + 1 ; adunque la pro

poſta formola ſarà libera da radicali .

Se t foſſe negativo, la formola ſarebbe il caſo di

ſopra conſiderato al numero 32. , che a integrale alge

braico.

Negl'altri caſi l'integrale dipenderà dalle quadratu

re del circolo , e dell'iperbola, come ſi vedrà a ſuo

luogo.

it
t

La ſeconda formola è vºdy Xym br F , la .

quale,

l
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quale, quando ſia n + 1 numero intiero, ſi potrà ſemi

º
-

pre liberare da ſegni radicali, o in tutto, o almeno da'

radicali di quantità compleſſe, il che baſta. Si faccia .

- – p

per tanto vº + b " P = z, e però ſarà pº = z7 –bm,

I - I

p - 1 pa,P. ma - p

» = z7-b” , dy - p. z . dz X z7 –bº , ed

t

I

-

mo

n

-

? m2 - - -

p” = z e – bº , e fatte le ſoſtituzioni, averemo la

1 -- m - I

p – 1 rt 1 - m mi -

formola p z i dz Xz X zi –bº » Ila-s

tm

quando ſia n + 1 numero intiero, ſarà ſempre intiera .

mo

la poteſtà 1 - n– 1, adunque la formola non avrà mai

193

ſegni radicali di quantità compleſſe. E però quando ſia .

1 - n – 1 numero intiero, e poſitivo, l'integrale al più di

penderà dalla quadratura dell'iperbola, o ſia dalla logaritmi

ca, e ſi potrà avere per le regole date ; e quando ſia

I + n– 1 numero intiero negativo, l'integrale dipen

ma

derà dalle quadrature del circolo, e dell'iperbola, e ſi

averà per le regole da darſi a ſuo luogo.

4o. Paſſando ora a quelle formole, che eſſendo

8 2 frazioni
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frazioni libere da radicali, nel denominatore di eſſe ,

( che ſuppongo compoſto di radici immaginarie, poichè

in queſte ſole ſtà la difficoltà) la incognita ſia elevata

a qualunque poteſtà, dico : che ogni qual volta il de

nominatore ſia riducibile in componenti reali, ne' qua

li la incognita non ecceda la ſeconda dimenſione, ſi

potrà ſempre ſpezzare la formola in tante frazioni,

quanti ſono i ſuddetti componenti reali, ciaſcuna delle

quali ſarà integrabile, ſuppoſte le quadrature del circo

lo, e dell'iperbola, ed in conſeguenza la propoſta for

mola ſarà ſempre riducibile alle ſteſſe quadrature . Per

lo che fare : ſia propoſta la formola -

-

aadx

, ſi finga un'equazione ,

xx +- ax +-bb X xx +- cx + cb

cioè, che ſia

aadx = A x d e - B dx +

sex - ax - bb X xx + cx + cb arx - ax +-bb

Czda + Ddx , nella quale formola le majuſcole A, B,

Aex +- cx +- cb - -

C, D ſono coſtanti arbitrarie da determinarſi nel pro

greſſo.

Così ſe foſſe la formola

abdx , ſi faccia

xx - ax + bb X xx t aa X xit c

abdx
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i abdx t: A xdx + B dx +

scx +- ax +-bb X xx + aa X x tc sº se lº
- - - - - , a - - -

Cxdx + D dx - Hd. ; e coll'iſteſſo ordine ſi proceda,

ºcº t aa x it c

ſe i componenti del denominatore foſſero in maggior

numero . ll che fatto, ſi riducano allo ſteſſo denomi

natore i termini di queſte equazioni, e finalmente con

la traſpoſizione ſi riduca l'equazione al zero, indi col

paragone de primi termini al zero ſi ritroverà il valo.

re dalla aſſunta A ; col paragone de ſecondi, terzi,

quarti ec. ſi troveranno i valori delle aſſunte B, C, D, ec.

dati per le coſtanti della propoſta formola, i quali va

lori ſoſtituiti in luogo delle majuſcole A, B, C, D ec.

nella equazione, ci ſomminiſtreranno tante frazioni, le

quali equivagliono alla propoſta, ed in fatti, ridotte al

comune denominatore, appunto reſtituiranno la formola

da prima propoſta .

Prendiamone un eſempio . Sia propoſta da inte

grarſi la formola aadx. - -

sex + 2ax – aa X xx +- aa

Fingo adunque, che ſia

aadx = Axdx - B dx +- Cxdx +- Ddx.

3 x -- 2a3 - da 3c3 -- aa

º x +- za - ad X xx Faa

Riduco adunque al comune denominatore l'equa

zione, indi col traſportare il termine aadx, la riduco

- . . al
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al zero, e ſi trova eſſere

A x' dx + B xxdx - Aaaxdx - Baadx

Cx º dx + Dxxdx +-2 Daxdx– Daadx = o .

+ 2Caxxdx–Caaxdx– aadx

Per tanto dal paragone de primi termini al zero

ſi averà A + C= o, cioè A = – C ; de ſecondi

B + D - 2 Ca = o , cioè ponendo – A in luogo di

C, B = 2 Aa – D ; de terzi Aaa + 2 Da– Caa = o,

cioè CE A - 2 D; degl'ultimi B aa – Daa –aa = o,

- d -

cioè ponendo in luogo di B il valore dato per D , e ,

per A, ſarà D=Aa– ; ; adunque ſarà Cz3 Aa– 1,

-

-

-

ma C = – A , e però A = 1 , D = – 1 , B = 3 ,

a 4 4

C = – 1 , onde avremo finalmente -

44

aadx = xdx + 3adx – xdx – adx .

rx F a E aa X 3 x -- aa 4a Xss - ax – aa 4aX acx + aa

Ma l'omogeneo di comparazione , facendo ſparire

ove fa d'uopo il ſecondo termine dal denominatore, è

integrabile con le quadrature del circolo , e dell'iper

bola, il di cui integrale con le date regole ſi troverà

-

eſſere 1 l v xx - 2ax– aa + 1 l v x - a– 2aa–
-

-

a -

e 2 l. 2aa

1 l v x - a + v 2aa – 1 l V xx + aa , ſottraendo

2 V aa 44 -

1Fl
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in oltre da queſti logaritmi il quarto proporzionale di

4aa, dell'unità, e dell'arco di circolo, che abbia il

raggio = a , e la tangente - e . Adunque l'integrale di

queſta formola non dipende da quadrature più alte di

quelle del circolo, e dell'iperbola.

41. Se in oltre la frazione ſarà moltiplicata in .

una qualunque poteſtà dell'incognita, la quale poteſtà

ſia poſitiva, come ſe foſſe l'equazione.

aax º dx - -

- , ſi faccia

ºcx + 2ax –aa X xx +- aa

aax º dx. = Ax º e- º dºc - B x º dx t

saca -- za. E aa Xs Faa X x +- 2a X – al!

m -- ºn - -

º" 'dºt Pº" dº , e ſi trovino nello ſteſſo modo,

.372 -- dal

come ſopra, i valori delle majuſcole A, B, C ec., o

pure ſi operi, come ſe la detta poteſtà non vi foſſe,

e le riſultanti frazioni ſi moltiplichino per la ſteſſa po

teſtà, ed avremo parimenti altrettante frazioni, che ,

non eſiggeranno quadrature ſuperiori a quelle del circo

lo, e dell'iperbola, e che ſi ſapranno maneggiare col

le date regole.

42. E ſe la poteſtà della variabile ſarà negativa ,

cioè, ſe ſarà poſitiva nel denominatore, per queſta -

poteſtà ſi moltiplichino tutti i denominatori delle fra

zioni riſultanti, e ſaranno della ſeguente forma.

Sia
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Sia per eſempio 3 - n dx. - 3

- rex - ax - bb X xx taa X x tc

riſoluta queſta, come ſe non vi foſſe la x - º, ed indi

moltiplicando ogni termine per x-”, ſarà

x - º dx = A xdx + B dx --

ax +- ax +- bb)(xx + aa X x it c xx +- ax +-bb X x º

Cxda r Ddx - Hdx , intendendo già per le

ºccit aa X xº a + c X x º

majuſcole que tali valori ritrovati con la data maniera,

che rendano la ſomma di queſte frazioni eguale alla .

propoſta.

L'ultima frazione non avrà biſogno d'altro artifi

zio, perchè ſi ſaprà integrare colle date regole.

Quanto alla prima: ſia per chiarezza d'eſempio

A = aa , B = abb , onde ſi eſprima così

aaxdx +- abbdx , ſi faccia

xx +- ax +-bb X x º

aaxdx + abbax – M.ed.x + Ndx +--

-

vx +- ax + bb X x º xx +- ax + bb

Preº- dx - Ha "- º dx + Exº- i dv. ec. così proſe

- x º

guendo ſino, che l'ultimo termine ſia coſtante , cioè

zero la poteſtà dell'incognita e . Ridotte queſte frazio

ni al comune denominatore, e ridotta al zero l'equa

zione,
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zione, averemo, come s'è fatto di ſopra, i valori delle

majuſcole. Lo ſteſſo ſi faccia riſpetto all'altra frazione

Cxdx +- Ddx

Arx it aa X x º

propoſta formola.

E però generalmente, ſuppoſte le ſole quadrature

del circolo, e dell'iperbola, ſi potrà ſempre avere l'in

, e troveraſſi finalmente l'integrale della .

tegrale della formola vº" dx 2

acx +- ax +-bb X xx + aa X x tc ec.

comunque ſieno i componenti reali del denominatore,

purchè in eſſi la incognita non ecceda la ſeconda di

menſione.

43. Ma ſe il denominatore della propoſta formola,

o frazione non ſarà riſoluto ne' ſuoi componenti reali,

ne quali l'incognita non ecceda la ſeconda dimenſio

ne, nè tale ſi potrà ridurre colle regole ordinarie dell'

algebra, ſi potrà ſempre però con un poco d'artifizio

ridurlo tale, ogni qual volta egli ſia una formola con

vertibile, o pure il prodotto di più formole convertibili.

Formole convertibili chiamerò quelle, nelle quali la .

variabile abbia il maſſimo numero delle ſue dimenſioni

pari affermativo, quale ſia per eſempio n, l'ultimo ter

mine ſia a ” , indi i termini equidiſtanti da quello di

mezzo abbiano il medeſimo coefficiente, ed affetto dal

medeſimo ſegno, ſupplite le dimenſioni, colla coſtante,

h da
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-

da cui è formato l'ultimo termine; tale ſarebbe la for

mola x Ta”, o pure l'altra x + bx - ccxx - aabx - a “,

o l'altra xº–bx +-bº a º –a “b. - aº . Che ſe foſſe

x t-bx - a x - a b, ſi ſcriva eſſa nell'equivalente for

ma x “+ a “X x + b, in cui eº - a º è fornola conver

tibile, ed e -b è lineare, che non apporta difficoltà

alcuna . Lo ſteſſo s'intenda d'infinite altre .

44. Abbiaſi ora adunque x º – aº da riſolvere in

componenti reali, ne quali se non ecceda la ſeconda .

dimenſione, e che non abbia eſponenti rotti, e ſia in

primo luogo m numero intiero affermativo pari. In tal

l -

a - - - - -- - - - - 177 li m - 72 - 1h2

caſo ſarà egli diviſibile in e º + a * , ed x º –a º

ſenza frazione negl'eſponenti; per eſſere m numero in

tiero pari . Il primo diviſore ſi riſolverà per le regole,

che ſi daranno fra poco per il binomio e º + am. Il

i m l m
- I - -

ſecondo x º – a º , ſe i m ſarà numero pari, ſi riſol

- l m - m i m i m

verà nuovamente in e º - a º , ed x º – a 4

- - 1 -

ſenza frazione negl' eſponenti. Ma ſe i m ſarà numero

diſpari, ſi riſolverà per le regole da preſcriverſi per il bi

nomio xº –a º quando m è numero diſpari.

Sia in ſecondo luogo x ” - aº, e ſia m numero

intiero affermativo pari , nel qual caſo la formola è

- COIl
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convertibile. Si ſupponga e º - a º = o, indi ſi fermi,

una formola convertibile, in cui il maſſimo eſponente

di x ſia m–2 , e che abbia tutti i termini, e l'ultima

termine ſia am- , ed il coefficiente del ſecondo ter

; mine ſia per eſempio b, quello del terzo ſia cc, quel

lo del quarto d' ec., e queſta ſi paragoni al zero, on

de ne riſulti un'equazione. Tale equazione ſi moltipli

chi per xx +-fx +-aa; il prodotto ſarà un'altra equazio

ne convertibile, in cui l'eſponente maſſimo di x ſarà

= m . Queſta equazione ſi paragoni termine per

termine coll'equazione fittizia x º + a º = o, in cui i

coefficienti de' termini intermedi ſono - o, e cavando

dal paragone de ſecondi termini il valore dell'aſſunta .

b, dal paragone de terzi il valore dell'aſſunta cc, da .

quello de quarti il valore dell'aſſunta d' , e così ſino

al termine di mezzo, compreſo anche queſto (giacchè

di là dal medio l'altre equazioni tornerebbero le mede

fime, per eſſere le equazioni, che ſi paragonano, con

vertibili) da queſt'ultimo ſi caverà il valore di f eſpreſ

ſo con una equazione, che avrà numero m dimenſioni,
- 2

di cui tutte le radici ſaranno reali, e ci daranno i va

lori di f , che ſoſtituiti nel trinomio ex +-fx + aa daran

no altrettanti trinomi, il prodotto de quali reſtituirà il

propoſto binomio e º + aº.

Sia x - a . Prendo un'equazione convertibile del

h 2 - ſe
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ſecondo grado ex - ha - aa = o , la moltiplico per

vx +-fx + aa = o, e ne ricavo un'altra equazione con

vertibile x “ - ha º - 2aaxx -aafx - a º

+ fx” - hfxx + aahx

queſta con la fittizia x - a = o, e dal paragone de

ſecondi termini trovo b + f= o, cioè b = – f; dal pa

ragone de' termini di mezzo trovo 2aa - hf E o, e

ſoſtituito in luogo di h il ſuo valore –f , trovo

= o . Paragono

f– 2aa = o, onde fet v 2aa .

Sia x º + a “ . Prendo l'equazione convertibile ,

x * + bx' - ccxx + aabx + a * = o, la moltiplico per

arx + fx + aa = o, e ne riſulta l'equazione

ºrº - bzº + ccx * + 2aabx º - a º xx + a “fre - a º

+ fx º + bfx * +-fccx' - aabfxx+- a* bx TI O ,

- da3 º +- dalCCXX7

Paragono queſta con la fittizia x - a = o, e dal parago

ne de ſecondi termini trovo b +f= o ; dal paragone ,

de terzi trovo cc - bf - aa = o, cioè ſoſtituendo il va

lore di b, cc –ff aa = o ; dal paragone de medi tro

vo 2aab + fcc = o, cioè ſoſtituendo in luogo di b, e ,

di cc i ſuoi valori, fº – 3aaf = o. -

Facendo attualmente queſte operazioni ſi troverà

adunque, che i

Se m = 4, ſarà fºrzaa = o.

Se m = 6, ſarà fº–3aaf= o .

Se m = 8, ſarà fº - 4aaf - 2a E o .
a - Se
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Se m = 1o, ſarà fi– 5aaf + 5a “f - o

Se m = 12, ſarà fº – 6aaf - 9aºff-2 2* = o .

Se m = 14, ſarà fº – 7aaf + 14a “fº – 7a ºf = o,

e così ſi può procedere per gli altri valori pari di m .

In luogo di x “+ a*, ſia x + 2bx + 2aabx + a “,

formola pure convertibile. Moltiplico l'equazione con

vertibile xx + hx + aa = o per xx +-fx + aa = o , ed

averò, come ſopra, xº - hx' - 2aaxx - aafx + a“ O

+- fxº - hfxx + aab.x

Paragono queſta con l'equazione fittizia x “ - 2bx -

2aabx + a* - o, e dal paragone de ſecondi termini

trovo b +f - 2b, cioè h = 2b –f; dal paragone de'

medi trovo 2aa - hf=o, e ſoſtituendo in luogo di b

il ſuo valore, ſi à 2aa - 2bf–f= o, cioè fº 2bf–

2da i O

Sia x º - a' e' - aº . Prendo l'equazione converti

bile x º + bx + ccxx -aabx + a*=o ; la moltiplico per

ax -fx - aa, ed avrò -

a “+ bx - ccx + 2aahx' - a xx + a “fa + a “

+ fx + bfx “+ cofx' - aabfxx + a “ba - O ,

+- dax º -- dalCCX X? -

Paragonata queſta con l'equazione xº - a 'x' - aº = o,

trovo dal paragone de ſecondi termini b +-f= o ; dal

paragone de terzi trovo cc + bf - aa = o, e poſto in .

luogo di b il ſuo valore, ſarà cc –ff - aa = o ; dal

paragone de medi trovo 2aab + cef= a', e poſti in .

luogo
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luogo di b, e di cc i ſuoi valori, ſarà f – 3aaf– a' =o,

e così di quant'altri ſi vuole.

Abbiaſi adunque x - 2bx - 2aabx - a da riſolve

re in componenti reali, ne quali e non abbia eſponen

ti rotti, e non ecceda la ſeconda dimenſione. L'equa

zione , che deve dare i valori di f, è adunque -

ff – 2bf= 2aa, dalla quale ſi ricavano i valori di ftutti reali,

cioè f - b + v 2aa -bb , f= b – V zaa - bb. Soſtitui

to pertanto ciaſcuno di queſti valori in luogo di f nel

trinomio xx +-fx + aa , troveremo » che x º +-2bx” +

2aabe - a è il prodotto de due componenti reali

-

sex - bx - x v2aa - bb - aa; xx + bx -x V2aa + bb - aa -

Così ſe ſia x º + aax + a xx + a Fo - Eſſendo l'equa

zione, che dà i valori di f., f -2aaf= o, dalla quale

ſi ànno i valori di f tutti reali , cioè fr o, fr V 2aa,

f= – v 2aa, ſarà cºr aax - a xx - a “ il prodotto
-

de trè efficienti reali ex +- aa , xx + x l. 2aa + aa ,
,

3 x – x l. 2aa +- 44 -

Abbiaſi e sº - a º . L'equazione, che deve dare i

valori di f., è fº –5aaf'+ 5a“f= o, dalla quale ſi rica

vano i valori di ftutti reali, cioèfro, f= a V 5 + V 5 ,

2,

f=–a Vir , f=a VEzi fa e VEzi

Soſti
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Soſtituito per tanto ogn'uno di queſti valori in luogo di

f nel trinomio ex - fe+ aa, ſi troverà, che x º - a º

è il prodotto de cinque efficienti reali ex - aa ,

57.x +- al X' V5 - 5 +- aa , xx-as Vir 5 + aa ,

2,

«s - as y EV 5 -aa, x X - 2x” 5 –V 5 - aa ;

2. -

onde ſi conclude, che l'integrale di qualunque formo

la differenziale, il di cui numeratore ſia da moltiplica

to in qualunque coſtante, ed il denominatore di ſimil

natura a queſti, che ſi ſono conſiderati, non dipenderà

mai da quadrature più alte di quelle del circolo, e dell'

iperbola, e potraſſi avere con le date regole.

45. Sia poi x º + a º da riſolvere, come ſopra, e

ſia m numero intiero affermativo, ma diſpari.

La formola ſi divida per x + a , ed il quoziente ,

( che nel primo caſo farà cº- –axº- º - aaxº- 3 –

a'xº- 4 ec. ſino all'ultimo termine, che ſarà - aº- ;

e nel ſecondo caſo ſarà eº- i +-ax m - º - aax m- 3 -

a º x m - 4 ec. ſino all'ultimo termine, che ſarà - am- 1 )

ſi ſupponga - o, e queſta finta equazione, che è con

vertibile, ſi paragoni termine per termine col prodot

to di una equazione convertibile, in cui il numero del

le dimenſioni dell'incognita x ſia m–3, nel trinomio

sex + fx - aa, e dal paragone de ſecondi termini ſi ca

verà
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verà il valore dell'aſſunta, per eſempio b, da quello

de terzi il valore di cc, da quello de quarti il valore

di dº; e finalmente dal paragone de termini di mezzo

ſi caveranno i valori di f eſpreſſi con una equazione di

numero m– 1 dimenſioni, della quale tutte le radici

2,

ſaranno reali, e determineranno i valori di f tutti rea

li, che ſoſtituiti nel trinomio ex + fx + aa, verranno a

ſomminiſtrarci altrettanti trinomi, che inſieme molti

plicati, e moltiplicati per «ta reſtituiranno la propo

ſta formola x º taº.

Con queſto metodo ſi trovano le infraſcritte equa

zioni , che ſervono per la riſoluzione del binomio

x m - a º quando m è numero intiero affirmativo

diſpari.

Se mi 3, ſarà fra Eo.

Se m = 5, ſarà fi- af- aa = o.

Se m = 7, ſarà fºr aff- 2aaf–a º = o.

Se m = 9, ſarà fº - af – 3aaf– 2a 'f - a “zo.

Se n = 11, ſarà fº + af*-4aaf”-3a 'f- 3a “fi- a zo:

Se m = 13, ſarà fºr af*-5aaf”-4a 'fº + 6a “ff - 3a f-a “zo,

E così ſi può procedere per gli altri valori diſpa

ri di m . -

Se la formola propoſta foſſe ſtata x º – a m , eſſen

do m numero intiero affermativo diſpari, fatta, come

ſi è detto, la diviſione per x– a , le medeſime equazio

ni
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ni avrebbero luogo, mutati i ſegni nel ſecondo, quar

to, ſeſto termine, ed in tutti gl'altri poſti nel luo

ghi pari - - -, - ; 5 - i

46. Se in luogo di em + am, poſto m numero in

stiero affermativo diſpari, la formola foſſe qualunque ,

altra, ma tale, che diviſa per x ir una coſtante, ciò

che ne riſulta foſſe una formola convertibile, come ſa

rebbe x - ha –aax º –aahxx + a º x + a “b, la quale

diviſa per x - h dà x “– aaxx - a*, trattata queſt'ulti

ma al ſolito, e trovati i valori di f, e ſoſtituiti nel tri
nomio xx +fx + aa, averemo altrettanti trinomi , che

inſieme moltiplicati, e moltiplicati per x +-h, reſtitui

ranno la propoſta formola. - º

-

Debba, per eſempio, riſolverſi x - a º in efficien

ti reali, ne quali e non abbia eſponenti rotti, e non

ecceda la ſeconda dimenſione . L'equazione, che de

ve dare i valori di f ( ſecondo le coſe dette ) ſarà

fa- af- aazo, dalla quale cavati eſſi valori di f, che

ſono fra –a + a v 5, e ſoſtituiti in luogo di f nel
- - - - - - r

2, - º

trinomio ex + fx - aa , averemo due trinomj reali

arx– ax +- ax V 5 + aa, ed xx –ax-ax V 5 + aa , il

2, - 2

prodotto de quali con x - a reſtituiſce la formola pro

poſta x º + a .

Debba dividerſi in efficienti reali la formo

i la
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la x' - ha “–aax –aahxx - a “x - a“h, che diviſa per

x - h ci dà e“–aaxx - a . - : i

L'equazione di f per queſta ſarà fe 3aa, ed i

valori di f ſaranno fa + v 3aa. Soſtituiti queſti in luo

go di f nel trinomio ex - fx - aa, averemo due trino

mi reali xx - x v 3aa - aa, vx-xv 3aa -aa , il pro

dotto de quali con x + b reſtituiſce la propoſta formola.

47. Da ciò ſi conclude, che l'integrale di qua

lunque formola differenziale, il di cui numeratore ſia

dx in qualunque coſtante, ed il denominatore ſia di ſi

mil natura a queſti, che ſi ſono conſiderati , non di

penderà mai da quadrature più alte di quelle del circo

lo, e dell'iperbola, e potraſſi avere con le date .
-

- -

regole . - -

48. Ma perchè nelle dimenſioni più alte il valore

dif dalle equazioni di ſopra riferite non può coll'attua

le ſeparazione ricavarſi , in queſti caſi baſterà ri

volgerſi alla coſtruzione geometrica delle medeſime,

equazioni. Così per ritrovare i componenti di x - a ,

ed indi l'integrale della formola dx , diviſo il deno

- TTF - -

minatore per x - a , il quoziente ſarà a “ – ax : -

aax –a' e' - a ex- a º + a “. I valori di f per rifob.

vere queſta formola ſono ſomminiſtrati dall'equazione

fa - aff- 2aaf– a' = o . Ritrovati per tanto coi me

- e todi
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todi ſoliti dell'algebra, per mezzo dell'interſecazione,

di due curve, o in altro modo i valori veri, e falſi di

f, che ſaranno tutti reali, per eſempio, uno A, l'altro

– B, l'altro –c, la quantità x - a' ſarà il prodotto

di x + a in xx +-Ax - aa in xx – Bx +- aa in xx–

Cx - aa, e le quantità A, B, C ſaranno reali, e date ;

onde ſi potrà procedere alla integrazione della formola

dx per le ſole quadrature del circolo , e dell'

a 7 +- a 7

iperbola.

49. Col medeſimo artifizio, con cui ſi trovano le

equazioni per riſolvere il binomio cºsti aº, ſi poſſono

ritrovare per riſolvere il trinomio e º + 2aax º + aa,

eſſendo 2m numero intiero affermativo pari ; anzi ge

neralmente ogni qual volta ſi proponga da riſolvere ,

una formola, che ſia convertibile, o il prodotto di con

vertibili in lineari, e che non abbia frazioni negli eſpo

nenti , ſempre potrà ridurſi col metodo di ſopra .

eſpoſto.

Il caſo del prodotto di formola convertibile in una

lineare l'abbiamo quando m è diſpari , ed altrove , .

Eſempio dell'altre ſia x + bºx –a“x – a“bº, cioè

a + bº X x “–a* , o ſia x + bº Xxx - aa Xxx– aa .

Riſoluto per tanto ne ſuoi efficienti reali di due di

menſioni il diviſore x º e-bº, che ſieno per eſem

i 2 pio
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piò xx +-Ax + bb, ex - B x - bb, ſarà

a bºxx -a-xx - Axi-bb xxx - Bx-bbXxx - adXxx-aa

E ſe foſſe ſtato e - bºx a , riſoluto in oltre x - a “
-

in xx-Cx+ aa, ed xx - Dx - aa, ſarebbe e - bºXx* - a -

ºcx+-Ax + bb X xx+ Bx + bb Xxx - Cx - aa X xx + D x - aa.

5o. Per avere l'integrale della formola mam dx ,

e - a º t- a º

in cui m eſprime un qualunque numero intiero afferma

tivo, ſi chiamino A, B, C, ec. i valori di f coi loro

ſegni, che ſervono per la riſoluzione del denominatore

a º E a º, e ſi avverta , che di queſti valori uno può

alle volte eſſere - o, il che ſeguirà qualunque volta,

eſſendovi x” - a º nella detta formola, ſia m un nu

mero della ſerie 2, 6, 1o, 14, 18 ec., e qualunque ,

volta, eſſendovi e º – a º nella data formola, ſia m un

numero della ſerie 4, 8, 12, 16 ec. ; ciò poſto, l'in

tegrale cercato ſarà t- A l V xx + A x + aa t

- a

-

E lº sex + B x +- aa + C l V xx +-Cx + aa ec., preſi

Ta - a

tali logaritmi nella logaritmica, di cui la ſottangente ſia

= a, aggiungendo, o ſottraendo da queſto compleſſo

di termini logaritmici ( ſecondo che il ſegno del termi

ne an nel denominatore ſarà quello del più, o quello

del meno ) il doppio della ſomma di tanti archi di cir

colo,
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C

-

colo, quanti ſono i valori A, B, C ec., de quali archi

i raggi ſieno per ordine aa – º AA, va aa–: BB,

- -
-

-

vaa-i cc ec., le tangenti ſieno col medeſimo ordine

x - : A, x + 4 B, x - : c ec. Tale ſarà l'integrale .
2, 2,

della formola mam dx, ſe m ſarà numero pari affermati

3 º +- a m

vo; ma ſe nella medeſima formola m ſarà numero diſ

pari affermativo, converrà aggiungere al tutto il loga

ritmo di x + a , perchè il denominatore è anche la ra

dice reale x + a . E ſe la formola ſarà mam dx , eſſen

- -
e mi – aº

do m numero diſpari affermativo, converrà in luogo del

logaritmo di x + a , aggiungere quello di x – a . E ſe

finalmente, eſſendo la formola maº dx , ſarà m nu

a m - a m

mero pari affermativo , converrà aggiungere il loga

ritmo di x –a , e ſottrarre quello di x + a, prendendo

ſempre anche queſti logaritmi nella logaritmica della .

ſottangente = a.

51. Ma ſe nella propoſta formola dx il

- a º + a m .

numero m foſſe intiero negativo, cioè ſe foſſe da ,

-

ac- m + a- m

eſſa
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eſſa ſi eſprima così dx , la quale ridotta al co

– + –

a m T a m -

mune denominatore equivale a queſta aº x º dx , e di

aº + x m

videndo il numeratore per lo denominatore, acciò la

maſſima poteſtà dell'incognita ſia minore in quello,

che in queſto, ſi averà finalmente ta” dx E aºdx,

scº + a º

in cui m ſarà numero poſitivo, ed averanno luogo le

coſe dette di ſopra anche quando nella formola dx

ſia m numero negativo intiero.

52. Se in oltre la frazione dx. s'intenderà

3 m + a º

moltiplicata per ae”, eſſendo n intiero affermativo, o

negativo, riſoluto il denominatore ne ſuoi efficienti

reali, ne' quali se non ecceda la ſeconda dimenſione,

ſarà eſſa il caſo da me ſopra conſiderato ai num. 41..,

e 42., e però riducibile alle quadrature del circolo, e

dell'iperbola.

53. Ma quando n ſia negativo, ſi potrà più ſpe

ditamente ridurre così . Sia in primo luogo n minore

di m : la formola dx ſi eſprima coll'equi

a m - am Xx º

valen
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valente dx – x m - n dx ; e dx COIl

a º x º a º X x m - am x m – a º X x”

la –dx - x º - º dx . Sia in ſecondo luogo

am x n
a m X x º – a º

m maggiore di n, la formola dx ſi eſprima

a m +- a m X 3 º

con l'equivalente da – dx. +- dx -

º ne fa 2,177 aa mi - ma 3m x n - 2m
a m x a º x a sº x

dx ec. fino a quel termine, in cui l'eſponen

a 4m x m - 3m -

te di x ſia proſſimamente maggiore di m, + ( ſecon

do, che porterà l'alternativa de ſegni ) dx -

- a m +- a m X a r xé

dove r. è lo ſteſſo eſponente della quantità a nel termi

ne antecedente , e la t è il reſiduo della diviſione fat

ta del numero n per lo numero m quante volte ſi può.

E ſe foſſe dx , ſuppoſto pure n maggio

3 m – aº X x º

re di m, tutti i termini della ſerie dovranno eſſere af

fetti dal ſegno negativo, ed il termine fuori della ſerie,

cioè il termine dx dovrà avere ſempre

se º – aº X a º e º

prefiſſo il ſegno affermativo. Data adunque la formo

Ma
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la dx , ſarà eſſa - dx – dx

a - a X x a º x º TaTX a xx

ma ſappiamo, che – dx = –dx + xdx ,

a a7xa va a“º a xx - a

adunque ſarà dx = dx – dx - xdx ,

a 27, a a' e' a “zº a“x, a

quantità tutte, che ſi fanno maneggiare con le date -

regole.
-

54. Ma ſe m ſarà numero rotto affermativo, o

negativo, chiamiſi t il numeratore della frazione , che

è eguale ad m, ridotta che queſta ſia ai termini ſem

pliciſſimi, e pil denominatore della medeſima ; talchè

la formola data ſia eſpreſſa per dx' ; pongaſi

t t

x F - a F

se = y?, ed a - b? , e la formola ſi convertirà in .

py?- i dy, che non a eſponenti rotti, onde ſi può ri

yº st b º

ſolvere per le date regole.

Sia adunque, per eſempio, la formola dx. s

3. i.

- se º + a º

pongo x = yy, a = bb, ſarà dx = 2ydy, e fatte le ſo

ſtituzioni, la formola ſarà mutata in 2ydy , che non

ſy'i: b 3

à eſponenti rotti. - 55.
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55. Se poi foſſe data la formola x" dx , in .

a m it: a m

cui m, ed n foſſero numeri rotti, chiamando ril nu

meratore della frazione n , e p il denominatore di quel

la , e così chiamando til numeratore della frazione m,

e q il denominatore della medeſima ( intendendo, che

tali frazioni ſieno ridotte a termini ſempliciſſimi ) la .

r

formola ſarà a 7 dx , in cui r, p, q, t ſaranno nu

-

º - -

3 1 + a 7

meri intieri poſitivi, o negativi.

Pongaſi ora x = y P1, ed azbpa, la formola ſi con

vertirà in pay 1 - PA- “dy, che non a frazioni negli eſ

ppº i- bpº

3

ponenti . Sia per eſempio la formola x 7 dx ; pon

; i
A 2 -- a

3

go x =yº, a z bº, ſarà dx = 1oyºdy , x º

4 - -

a 5 = y', e fatte le ſoſtituzioni, ſarà mutata la formo

la in 1oyºdy, che non à eſponenti rotti.
-

pºr bº

, 56. Finalmente ſe ſarà a dx , eſſendo n, m,

E y” ,

ºgº -- a ma

. ed
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ed u numeri intieri poſitivi, ſi potrà ſempre averne -

l'integrale, ſuppoſte le ſole quadrature del circolo, e

dell'iperbola, e l'integrale ſarà compoſto di quantità al

gebraiche, e di una quantità ſommatoria, il che ſi farà

- nel ſeguente modo.

Si ſupponga la formonſ a º dx -

–º

- a º + a º
-

B x n + tim – 2m + 1 +- C e º + um – 2m - Dxn+ um- 2m- 1 ec.

–º - I

- x º +- a º

ſino al termine coſtante, cioè ſino a quello in cui l'eſ

ponente di x ſia zero, e ſia queſto K, indi ſi aggiunga

n - - - m

A x º dx , cioè ſi facciaſ x º dx. -

a º + a º –º

- a º it am

Bx º +- um- 2m+- 1 - Cx m+- um- 2m a Dx n+- um-zm- 1 ec. + K

-
- al - I

a º it a me

a º dx .

aſiº. -

a º ti a

Si differenzi l'equazione, e ſi riduca al zero, e ſi

ordinino i termini ; dal paragone de primi al zero

troveraſſi il valore dell'aſſunta B; dal paragone de ſe

condi al zero troveraſſi il valore dell'aſſunta C; e così

di mano in mano il valore dell'altre, i quali valori ſo

ſtituiti in luogo delle maiuſcole, comecchè la ſomma

º

tOTla

-
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toriaſ º" º dipende dalle ſole quadrature del cir

a º i- a º

colo, e dell'iperbola, e gl'altri termini nell'omogeneo

di comparazione ſono algebraici, così la propoſta for

mola non eſiggerà quadrature ſuperiori.

57. Alle volte potrà occorrere, che alcuno de'

coefficienti B, C, D ec. ſi trovi arbitrario, ma ſolo

allora quando ſia n maggiore di m– 1. E ſi noti pu

re, che ogni qual volta ſia men - 1, il coefficiente A

ſi troverà eguale al zero, ed in conſeguenza algebraico

l'integrale della propoſta formola.

58. Ma ſe nella propoſta formola differenziale

l'eſponente n foſſe intiero negativo, di modo, che eſſa

foſſe dx , in cui ora è poſitivo, l'integrale ſa
–

1l

se n X x ºi- a º

rebbe Ex um- am.i. Cxum- 2m- 1 - Dx. tlº2- 272e- 2 CC. +- K+

-

–14 - 1

n - I Y a m ma

sen- X x m - a m.

aſ dx i quali coefficienti B, C, D cc. ſi

a xx mi am

determineranno nello ſteſſo modo, come ſopra.

Sia adunque per eſempio xdx ; in queſto ca

2

3eº +- a º

k 2 - ſo
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ſo ſi i n = 1, m = 3, u = 2 . Sarà pertanto

ſ xdx = Bxx - Cx - K - A r xdx , e dife

- a º +- a º a º +- a*

ºrº +- a º -

renziando, ºrdx –

–– º

A * +- a º

2 Bxdx+ CdxXx” - a”– 3xxdxX Bxx - Cx - K + Axdx,

–º x º +- a º

a º +- a º

e riducendo al comun denominatore, ordinando l'e

quazione, e paragonandola al zero, ſarà -

2 Bx º dx + Cx º dx–3Kxxdx+ 2 Baº xdx +- Ca' dx

–3 Bx “dx –3 Cx º dx +- A a º xdx. = o »

+- «A x º dx - ºcdx

e però dal paragone al zero de primi, ſecondi, terzi

ec. termini, troveremo A– BEo, cioè Br.A, C=o,

K=o, 2 Baº - Aa'– 1 = o, cioè Aa'- 1 – 2 Ba', e ,

ponendo A in luogo di B, ſarà A = 1 = B, onde ,

- - 3a7

finalmente -

ſ 3cdx – 2 M' -- I ſ acdx ”.

–º - 3a” 3 º - a º

3a'X x º + a”
x º +- a º

Maſ xdx = 1 X lº xx-ax + aa– la - a

J x º +- a º 2 dal - -

con di più 2 moltiplicato nell'arco di circolo del rag

3 aa

- - gio
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gio Via , tangente = x – a ; adunque ſarà

4. 2.

ſ 3cdx – x x' -- I l v xx – ax - aa -

–2 - s

a º +- a º 3a” X x º + a 9a

9a º 9a

V3a , tangente - e – a , preſi i logaritmi nella lo

4 , 2,

garitmica della ſottangente = a.

59. Ma ſe l'eſponente m foſſe negativo, ſi traſ

muti la formola in altra equivalente, in cui l'eſponen

te ſia poſitivo nel modo indicato al num. 51.

I l x - a + 2 X arco di circolo del raggio =

6o. E ſe ambi me, ed n foſſero rotti, ſi facciano

le ſoſtituzioni del numero 55. -

61. Se poi l'eſponente u non foſſe numero intie

ro, ma rotto affermativo o negativo, baſterà, che la .

formola ſia uno de caſi conſiderati al numero 39. ac

ciocchè ſi traſmuti in un'altra capace d'eſſere maneg

giata colle date regole. v.

Anzi la formola x dx , eſſendo gl'eſponenti

ti

3 m i- a m

n, n, u numeri intieri poſitivi, o negativi, ed anco

in qualunque modo rotti razionali, co ſegni del più,

o del meno a piacere, ſarà integrabile, o almeno ri

duci
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ducibile alle note quadrature, ogni qualvolta i detti eſº

ponenti abbiano tra loro tal proporzione, che una delle

due quantità da eſſi compoſte, cioè u – 1 – 1 – n,
-

o pure 1 – 1 + n ſia eguale ad un numero qualun

mº m2

que intiero. Se queſto numero intiero ſarà poſitivo, la

formola s'integrerà algebraicamente, ſalvi que caſi, ne'

quali s'inſinui la poteſtà a - i dx, che obbliga a loga

ritmi. Se queſto numero intiero ſarà negativo, la for

mola ſi ridurrà alle quadrature del circolo, o dell'

iperbola.

Per conſeguire l'intento riſpetto al primo caſo di

u – 1 – n – 1 eguale a numero intiero, ſi faccia -
--

mg ma

xº + am = zx º ; dunque a ” = aº , e - a .

- 2- I l

- - 2– Iº

a º t a º , x” + º - a m + 1 , e però

1 -- ma -

2 – I º

- 71 - I - I

-

x º dx = – an º º dz X z– 1 º ; ma x º+- a m:

102

- si

zx m = aºz, ed eº - aº = a ºzº, dunque fatte le ,

tl ,

--

z- I

z - I

dovute
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dovute foſtituzioni nella propoſta formola, ſarà eſſa .

– m – I - I +- tu

– a º + 1 - mt. 2 – º dz. X z– I 172 9 la quale

122

manifeſtamente ſi vede, eſſere integrabile algebraica

mente ( ſalva l'eccezione fatta ) quando ſia –n– 1 –

mº

1 - u eguale a numero poſitivo intero. Che ſe ſia .

–n– 1 – 1 + u numero intero, ma negativo, per le

tm --

coſe dette ne' ſuperiori paragrafi, la ſommatoria della ,

formola non dipenderà da quadrature più alte di quelle

del circolo, e dell'iperbola .

Vengo al ſecondo caſo, cioè di 1 – 1 + n eguale
-

m 172

a numero intiero; ſi faccia x º - a "zz, ſarà dunque

I zº

x m -z–aº , x = z– a º ”, x º =z– a º º, x m - 1 -

I -- a n. 4- 1 - 1

z– a m m , xº dx = dz Xz– aº m ; ; ITla a

172

–º

x º - aº = z, ed x” - aº = zº, dunque fatte le ,

ſoſtituzioni nella propoſta formola - , ſarà eſſa -

n +- 1 - 1 m +- 1 - 1

dz X z – a º º , o ſia z- º dz Xz –a º º ,

772 2 º 77a i

la quale è integrabile algebraicamente ( ſalva la ſuddet

ta
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ta eccezione ) quando ſia n - 1 – 1 eguale a numero

º2

poſitivo intiero, e quando ſia eguale a numero nega

tivo intiero, la ſommatoria dipenderà dalle note qua

drature del circolo, e dell'iperbola, per i ſuperiori

paragrafi .

62. Che ſe il denominatore della propoſta frazio

ne elevato a qualunque poteſtà intiera non foſſe un bi

nomio, come ſi è fin'ora conſiderato, ma foſſe un .

qualunque altro, purchè egli ſia riducibile ne' ſuoi com

ponenti reali, ne' quali la incognita non ecceda la ſe

conda dimenſione, o per mezzo delle equazioni con

vertibili, o in altro modo, ſi potrà ſempre ridurre la

formola alle note quadrature.

Imperciocchè ſia per eſempio dx. 5

–2 3

vx + bx + aa X x + c

fatta attualmente la poteſtà del denominatore, ſi finga

un equazione così , dx. -i

- 2. - - 3

sex + bx + aa X x +- c

A x º dx + B xxdx + Cxdx + D dx --

27 2 - 2aa - bb ex - 2aabx - a

Fxxdx - Gxdx + Hdx , ponendo generalmente tanti

x º + 3cxx + 3 ccx + c'

termini, quanti ſono i componenti del denominatore,

ed in eſſi termini tante maiuſcole, quanta è la maſſima

- poteſtà
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poteſtà dell'incognita nel denominatore reſpettivo, mol

tiplicando in oltre in ogni termine la prima majuſcola

per la maſſima poteſtà meno uno della incognita del ſuo

denominatore, la ſeconda majuſcola per eſſa poteſtà

meno due, e così di mano in mano ſino all'ultima .

coſtante. Con la ſolita maniera ſi devono determinare

eſſe coſtanti aſſunte, ed il primo termine ſomminiſtre

rà tante frazioni diviſe per xx +-bx + aa '. nel qual de

nominatore fatto ſparire il termine di mezzo, le fra

zioni ſaranno un caſo particolare del Canone generale .

x º dx , ed il ſecondo termine ci darà tante frazioni

– º

a º it a º

diviſe per a - e '. che ſi riducono alla regola ordinaria

dei denominatori compoſti di radici eguali.

63. Se in oltre il numeratore della propoſta for

mola ſarà moltiplicato per una poteſtà poſitiva, o ne

gativa dell'incognita, ritrovati i valori delle majuſcole,

operando come ſe la frazione non foſſe moltiplicata per

eſſa poteſtà, i termini riſultanti ſi moltiplichino per la

ſteſſa poteſtà, ed il rimanente ſi faccia al ſolito ec.

64. Finiſco queſto primo Capo con ſoddisfare ,

alla promeſſa fatta al Lettore intorno al Metodo de Po

linomj del Sig. Conte Jacopo Riccati, che è il ſeguente.

Col nome di Polinomi differenziali appello le fra

zioni , che anno per numeratore la fluſſione dx, e per

- l - de
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denominatore un aggregato di poteſtà, gl'eſponenti delle

quali coſtituiſcano una progreſſione aritmetica, che va a

terminarſi nel nulla. E mentre queſta condizione non ſi

adempia, biſognerà ſuplire qualche termine affetto dal

coefficiente = o. Abbiaſi la eſpreſſione dx »

- I +

x 7 - x - a

ſembra a prima viſta un trinomio, ma realmente è un .

quadrinomio, e va eſpoſta così dx -

- 3 2, i

zº - x º - oxº - a

In qualunque Polinomio eſpoſto per una frazione, il

di cui denominatore ſia alzato alla poteſtà p. numero in

tiero e poſitivo, aſſi un metodo, che ſarebbe generale,

ſe non veniſſe frequentemente reſo inutile dalle quantità

immaginarie, ed oltre ciò alcuni artifizi particolari, che ,

tal volta opportunamente ci ſoccorrono. -

Do principio dal trinomio dx = dy,

3 º +- ax º +- b

concioſiacchè a cotale eſpreſſione ogni trinomio facilmen

te ſi riduce. Facciaſi x” = z + A. (E z una nuova va

riabile aſſunta, ed A una coſtante da determinarſi) Iſti

tuiti i neceſſari computi per giungere alla ſoſtituzione , ,

abbiamo come ſegue

a º t zz + 2 Az - AA

ax º az + aA

b t b ,

e per conſeguenza

p

=

- ----- P

x º + ax º + b = zz - 2 A + a X z - s AA+ aA - b .

- - Dee
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Dee farſi in maniera, che ſpariſcano le quantità

AA+ aA+-b, ponendole zo, e ne caſi, in cui A non è

quantità immaginaria, ſuccede ottimamente la riduzione.

E giacchè eºzzº- A, e preſe le differenze, ma º- dx=dz,

- I

ed x=z FA7, dunque da - dz = dz .

m X z +- A º

In paſſando alle neceſſarie ſoſtituzioni, onde nella .

noſtra formola principale in cambio di x, e delle ſue fun

zioni reſti ſurrogata la variabile aſſunta z colle ſue funzio

ni, troveremo dºc – dz 2

–P ºn-i –P

º” - axº b mxz A m Xzza-2A axz

e liberando la quantità z, che moltiplica il binomio

z - 2 A +- a ſotto il ſegno, ſarà

dx = z -ºdz e

p

m- I

Fra i mXz - A v Xz - 2 A - a

Il caſo più ſemplice vuole l'eſponente peguale all'

unità, eſſendo l'altro m qualſivoglia numero intero, o

rotto, affermativo, o negativo ; e fatto per brevità

2A + azg, l'eſpreſſione generale paſſa nella particolare

- I

z dz = mdy .

g Xz - A º + zXz - A m -

Iſtituiſco una prima diviſione, partendo cioè il nume

ratore della frazione per lo ſuo denominatore, ed il primo

l 2 quo
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quoziente ſarà z “dz , e fatta la moltiplicazione,

- 927 - 1

g Xz - A "

e la ſottrazione, conforme la pratica ordinaria, il reſiduo

ſarà – dz, da eſſer partito per lo denominatore, e perciò
g

-

z 'dz - z “dz -

ma - I ma - I m

gxz FA F - zxz - A m gX z - A “

dz -

- 1 m - I

gg Xz + A m - gzxz - A m

Il primo termine del ſecondo membro è già ridotto

alle quadrature note, e l'altro termine facilmente vi ſi ri

duce, ponendo z - A=u, e fatte le debite ſoſtituzioni,

- tº -- I

aVremo –dz i ll m du .

ma - I m – 1 gg – g 4 +-ga

gg Xz - A 7 -gzxz - A m

Seguitando la noſtra ricerca, ſia l'eſponente p eguale

a qualſivoglia numero poſitivo, ed intiero per ottenere -

l'intento baſterà prolungare alquanto l'operazione. Ripi

gliata per mano la formola generale v,

dx. - z Tºdz = dy ,

ma - i p

a º - ax º+ b m Xz + A m xz -g

e poſto, per eſempio, p = al binario, ſi ridurrà alla ſeguente

z dz

- ma - I 777 - I 772 - 1

ggX z + A º + 2gz Xz - A ” - zzX z - A º
Di

= mdy.
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Divido, come ſopra, il numeratore di queſte frazio

ni per lo ſuo denominatore, ed il primo quoziente ſarà

z “dz , e dopo le neceſſarie operazioni avremo

–"E

ggXz - A º .

il reſiduo – 2z dz – dz da eſſere nuovamente per

- , g gg . - - - - - - -

l'intero denominatore diviſo. Iſtituiſco una ſeconda divis

ſione nella frazione - -

– 2z T “dz

902 - I –t –ti

gº x2 ATF - 2ggz Xz -A º - grz Xz - A º

e dopo le debite operazioni ſi averà il reſiduo 4dz - zzaz

g (gg.

da partirſi per l'intiero denominatore. Naſcerà pertanto

la ſeguente equazione z dz -

772 - I

-- 2,

z - A " X z - g

- , - 1

z dz - 22, dz --

gg Xz - A º gº x 2 A TF

4g– 1 X dz -- 2zdz -

ma - I ma - I

2,

ggx2 A Fx2 Tg ggx2 A F x2 :

I primi due termini nell'omogeneo di comparazione

ſono due binomi, e gli altri due poſſono facilmente ridur

ſi alla forma del binomio, facendo z - A = u , ovvero

z +g= u. Ne caſi più compoſti, in cui ſi mette piz 3, 4,

- - - - - - - - 5 ec.



698 INSTITUZIONI

5 ec. creſce il tedio del calcolo, ma il metodo non ci ab

bandona. -- - - -

Eſſo metodo ſi eſtende a tutti i polinomi in infinito,

mentre pſia numero intiero, e poſitivo, perchè ſe foſſe

negativo, ed intiero, la coſa rieſce talmente facile, che

non occorre favellarne. Per applicare il metodo altro non

ſi richiede, che replicare la ſoſtituzione x = z - A ,

z=u - B, facendo ſempre ſvanite que termini, ne quali

le ſole quantità coſtanti ſi ritrovano; laonde, per cagion .

d'eſempio, ſi riduca il quadrinomio al trinomio, e queſto

al binomio. In oltre è d'uopo di valerſi di tempo in tempo

d'una dimezzata diviſione, perchè non abbiano a turbarci

gli eſponenti negativi, che bene ſpeſſo ci ſi preſentano

nel numeratore della frazione. Fra tanto il modo d'operare

ſi moſtra più ſpeditamente cogli eſempi, che coi precetti.

Sia il quadrinomio dx. = dy. Le

x sr - ax in b. m e

coſtantia, b poſſono eſſere reo. Pongo x”=z - A, ed avraſſi

a 3m - ax º +-bx” - c = z” + 3 Azz + 3 AAz + Aº

- + azz + 2aAz +-aAA

- - +- bz + Ab +- c .

Faccio A' + aAA+ Ab + cro, e cosi determino il valore

della coſtante aſſunta A. Quinci ripetute le operazioni,

come nel trinomio, trovo a z. Tºdz -

i 772 - e

2 - A 7 xzz TE”

Le ſpezie g, b. ſono coſtanti ſurrogate in luogo d'altre più

compoſte; e ſtante, che p è un numero poſitivo, ed intie

ro, alzo il trinomio zz + gz - h alla poteſtà p. Dopo



ANALITICHE LIB. III. 699

Dopo ciò intraprendo tante diviſioni, quante ſteno

baſtanti, per fare, che laddove nel numeratore ci ſia l'eſ

ponente negativo, nel denominatore non ſi rinvenga altra

m - I

quantità, che il binomio z - A ” , e metto da parte sì

fatte frazioni, che, traſcurati i coefficienti, ſaranno analoghe

alla ſeguente z7" dz , poſto n qualſivoglia numero po

772 - I

z - A m

ſitivo, ed intiero. Gli altri termini ſono rappreſentati

dalla formola generale 2 n dz

772 - I

- - z TA Xzz + gz - h

Ripeto dunque l'operazione, facendo zzu - B, indi fatto

ſparire l'ultimo termine, conforme il ſolito, ed alzato il

binomio u - B alla poteſtà qualunque n - 1, e ſurrogati in

cambio di z, e delle ſue funzioni, i valori eſpoſti per la nuo

vaindeterminata u, tutti i membri compariranno ſotto l'aſpet

to eſpreſſo dalla ſeguente formola u º º du -

p

p

u4- A - B º X ut- k

Quando ſia p maggiore di n, onde l'eſponente n-p ſia .

negativo, ſi mettano in pratica le diviſioni, e la formola

indi naſcente ſarà u-” du ; eſſendo poi n –p

, “ – mg - I -

u +- A + B º

poſitivo, avremo uº du ; e finalmente

. ma - i - - - - - - -

- - - - - p : - -

- al +- A + B º Xu è , po
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ponendo u - k = (o, ed eſſendo tanto n, quanto p numeri

intieri, ſaranno ſempre riducibili alle quadrature più ſem

plici i binomi, che naſceranno dalle accennate operazioni.

Egli è vero, che a cagione delle immaginarie il meto

do rieſce limitato; ma oltrechè bene ſpeſſo le radici, o tut

te, o in parte ſono reali; oltrechè in molti caſi particolari

poſſono ſcanſarſi le quantità immaginarie, non biſogna .

traſcurare quel molto, che ſi può avere, perchè il tutto

non può conſeguirſi.

Abbiaſi per eſempio il trinomio dx. .

p

1 - x +- 2 A x +- 2

Faccio x =z - A, dunque a + 2 x -2=zz -2 Az -

2z + AA + 2A+ 2. Mettendo AA+ 2A+ 2=o, trovo

A= Ti– 1; ed ecco in campo una grandezza miſta di

reale, ed immaginario, e procedendo a norma del metodo

avremo z - p dz = z - Pdz - Az - pdz .

- I p p
- –º

z - A Xzº24ºrº za-2 v Ti z -2 v Ti
-

- ,
- - - - - -

Perchè ſi tolgano di mezzo le immaginarie, mutiamo ma

niera, e nella grandezza zz + 2A + 2 X z - AA+ 2A -2

facciamo, che ſi dilegui il termine di mezzo 2 Az - 2z, po

nendolo - o, onde ſia AE - I, e di più AA+ 2A+ 2 = 1,

e la formola ſarà, come ſegue

dz – Zdz - dz ; e ne due

– – i p p p

3,– I X zz +- I 22, +- I 22, +- I

binomi dell'omogeneo di comparazione, che ſono equiva

lenti agl'altri due già conſiderati, non s'incontra difficoltà.

CAPO
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C A P O I I.

Delle Regole dell'Integrazioni facendo uſo delle Serie.

65. FAcendo OI al paſſaggio all'altra maniera -

d'integrare nel principio indicata, cioè col mezzo del

le ſerie, è neceſſario di premettere le ſeguenti Regole.

Regola I. Ridurre una frazione a ſerie infinita ...

Si divida il numeratore per lo denominatore con la

regola ordinaria della diviſione, ed il rimanente di nuo

vo ſi divida, e così di mano in mano in infinito, e ſi

avrà una ſerie d'infiniti termini eguale alla propoſta -

frazione. Si avverta però di porre tanto nel numerato

re, quanto nel denominatore della frazione propoſta -

per primo termine quello, che ſarà il maggiore. Con

queſto modo operando averemo per tanto

= f – fm - fnn – fnº + fnº ec.

m n m mm m m m

f = f - fn - fnn - fn + fn ec.

m Fn m mm m' m m

af = af - afnn + afnº E afnº - afnº ec.
--

- -

mm + nn f/77, ma º mg º ma º mº

cioè coi ſegni alternativi, quando il ſecondo termine ,

IIl del
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del denominatore ſia poſitivo; e tutti poſitivi, quando

ſia col ſegno negativo .

Similmente ſarà

f = f = fi - fin E fa - fa ec.

mm + mm mm m' pm º my º mº

I = 1 – xx + x *– x º + x º ec.

g -- º ad

i , - 3 3

2x7 –x º = 2x º – 2x +-7x º – 13.xx + 34x º ec.

1 - x i-3x

f = f + 2fi + 3fin + 4fn - 5fnº ec.

2. m m m m mº

m E n -

f = f + 3fn -6fm E iofn + 15fn ec.”

; m m m mº pm 7

m . n

Sia una frazione, il di cui numeratore, e deno

minatore ſieno due ſerie infinite, e ſia per eſempio

1 - º axx–: aax - a cº – 5 a º x º ec
- 8 i 6 I 28 -

I l 1 5 3

-- -- * – – h º 4 º– – 4 aa 8

I 2. bxx 8 bbx i b 3' i b 3 ° cc.

- - - 3 - 5 35

ſarà eſſa - 1 - ; bxx - ibbx -ib x e i bºx ec.

i li 3 6 5
+ 7 ass -7 abx - º abba +i abºx CC,

I - I

-- 4. 6 3

; aas -i aabs –i, aabb. ec.
I r

- 3 6 - 3 8

+ sa x -; a bx º ec.

- 4, a x CC.

128

66.
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66. Regola II. Ridurre una quantità compleſſa -

radicale in ſerie infinita.

Sia per eſempio v aa + xx . Si eſtragga la radice ,

quadrata dal primo termine, indi ſi proſeguiſca in infi

nito l'operazione nella ſolita maniera dell'eſtrazione del

le radici, e ſi avrà - -

V aait xx = a + xx – x * + x “ – 5x º ec.

2a 8a 16a 128a'

– - – 3. i Z 9

l ax it xx = a º x º + x º – x º t x º – 5x º ec.

- li i i 7

2a 8a 16a º 128a

Si noti, che nell'una, e nell'altra di queſte due

ſerie, ſe ſi moltiplicherà per 3 il numeratore , e de

nominatore di ciaſcun termine, principiando dal quar

to, i coefficienti numerici ſaranno nel numeratore per

ordine, principiando dal quarto, 3, 3 X5, 3 X5 X 7 ec.

nati dalla vicendevole moltiplicazione de numeri diſpari.

Nel denominatore poi, principiando dal ſecondo, ſa

ranno 2, 2x 4, 2X 4X 6, 2 X4X 6X8 ec. nati dalla

vicendevole moltiplicazione de numeri pari .

67. Regola III. . Tutto ciò ſi può fare più gene

ralmente per mezzo del ſeguente Canone

mº mº

P+ PQ " =P º + m AQ+ m-n BQ - m– 2n CQ+ m-3nDQ ec.

- - º 2.21 3m 4ma

- m 2 in
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in cui P - PQ è la quantità data, m è l'eſponente nu

n -

merico, P rappreſenta il primo termine , Q il rima

nente di tutti gl'altri termini diviſi per il primo , e ,

ciaſcuna delle lettere A, B, C, D ec. ſignificano riſpet

tivamente il termine anteriore di modo, che per A

mº

s'intenda P º , per B s'intenda m AQ, per C s'intenda

n

m–n B Q ec.
N

2 º

Sia da ridurſi in ſerie la formola v aa + xx, adun

que ſarà PE aa, 2= xx, m = 1, n = 2, e però

ad

v aa + xx = a + xx – x “ + x “ – 5x º ec.

2a 8a' 16aº 128a 7

I

Sia y TFF , cioè a - a - 5 9

ſarà P = a ', 2= a º - s', m - 1, n=5 , e però

a º

!
-

a + a º x – x Fa + a “x – x – 2a º xx +- 4a º x s– 2x º ec.

5a º - 25a º

- I

Sia b , cioè b X y” – aay 3 , ſarà

Vy-ay

P = y' , Q = – aa , m = - I , n = 3, e pe.

ſyy

rò



-

- ---
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Abbiaſi da elevare i

da elevarſi alla poteſtà mi

3 - ayy+ by' - cy -fy; |

9” - maym - 1 - m Xm

I I X 2

- mxty
I
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rò b Xyº– aay 3 = b - aab - 2a b - I4a “b ec.

y 3y' 9y 81y'

- ;

Se foſſe b , ſi eſprimerebbe così b X a + x 5,

VI, 3a +- x'

ed il rimanente ſi farebbe, come ſopra .

Sia b , cioè b) a + x , ſarà Piza, Q= x,

d

–3

a +- x

m=–3, n= 1, e però b) a - e z b – 3bx +

6bxx – Iobx º ec,

6

a º d

68. Abbiaſi, da elevare una quantità compleſſa .

ad una data poteſtà, e ſia per eſempio a + x da ele

varſi alla poteſtà m, cioè a + x . Sarà PEa, Q= x ,

-

m2

m = m , n = 1 , onde a + x = aº - maº- “ e -

1

-

-
-

-

m X m-1 Xaº - º xx +- m Xm-I X m-2)% aº-3 x º ec.

I X2 1 X 2 X3

Abbiaſi ec.
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69. Ciò poſto: Sia da integrarſi la formola diffe

renziale base . Ridotta in ſerie la frazione b , e ,

a +- X a +- º

moltiplicato ciaſcun numeratore per d e , avremo

bdx = bdx –bxdx +-bxxdx –bx 'dx + bx º dx ec. ,

al +- A d dal a º a º a º

ed integrando

bdx = bx – bxx + bx º – ba: * +- bx º ec.

a -a a 2aa 3a7 4aº 5a

7o. Sia la formola adx. Fatta x= b - z, intenden

-X7

do per la b una qualunque coſtante a piacere, e per

z una nuova incognita, ſarà adv = adz .

a b - 2

Ridotta in ſerie la frazione a , e moltiplicato,

b +- z

ciaſcun numeratore per dz , ſarà -

adz = adz – azdz - azzdz – az' dz + azº dz ec.,

b + 2 b bb b º bº b 5

ednºf adz = az - a22 -- a2, º – az, 4 +

b + z b 2bb 3b 4b

- - - 2,

azº ec. , cioè adx = a X x– b – a X e – b -

si 7 37 b 2bb

– 3 4

a X x– b – a X x-b ec.

3bº 4bº

71.
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71. Sia la formola b.dx. ; ridotta in ſerie ,

V 3- x +- al

ſarà bix =bdº-3bxdx + 2 xxdx -52bx dx ec,

V Ti i º i; iº

a + x a 5 5a 25a º I 25a 5

e però integrando ſarà

ſ bdx = bx – 3bxx + 12bx” – 52bx º ec.

5/IT, i. - 8 º iº

(2 +- X' a 5 Ioa 5 75a 5 5ooa

E così ſi faccia di qualunque altra propoſta formola.

72. Se le ſerie così ritrovate, che eſprimono l'in

tegrale delle propoſte formole differenziali, e compren

dono un numero infinito di termini, ſaranno di valore

infinito, ſarà infinito l'integrale delle propoſte formole

differenziali. E ſe eſſe ſerie ſaranno di valore finito, e

di più ſommabili, cioè a dire, che ſi ſappia ritrovare

il valore di eſſe ſerie, quantunque compoſte di termini

infiniti di numero, il che molte volte ſuccede, ſi avrà

in quantità finite, e però algebraiche l'integrale delle ,

propoſte formole differenziali. Ma ſe le ſerie eſſendo di

valore finito non ſaranno ſommabili, quanti più termini

nella ſerie ſi prenderanno, tanto più ſi accoſterà al giuſto

l'integrale della propoſta formola differenziale, ma -

l'eſatto però verrà eſpreſſo da tutta la ſerie.

73. Per riconoſcere, quali ſieno le ſerie di valore

infinito, quali di valore finito, e quali ſommabli, ſi

- veda
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veda il trattato De Seriebus Infinitis del Sig. Giacomo

Bernulli , ed altri Autori, che di eſſe trattano.

74. Ma qualunque volta la formola differenziale ,

ſia compoſta di due ſoli termini, ſi può generalmen

te, e più ſpeditamente far uſo del ſeguente Canone, in

cui gl'eſponenti m, n, t poſſono eſſere intieri, rotti,

poſitivi, e negativi, ed il quale ſi può produrre a quan

ti termini ſi vuole, giacchè da quattro poſti, abbaſtan

za ſi manifeſta la legge, con cui ſi forma.

CAPO

S
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;

m -- I

- mn - 2n Xt - mn - 3n Xyº + º ec. X b - cy” -

l +- 272
t + 3n

12, D, E ec. ſono coſtanti arbitrarie da determinarſi.

- ºa +- I

ra + m+ 1 Xncy”- dy Xbº- cyn XAyº + By* * - Cyº-º ec.,

- s - -

-
-

- –

» allora i termini tutti del canone ſarebbero poſitivi

zero la isº a - , - ºs

la quantità e + mn - 3º » ed in conſeguenza ſarà -

T--- –4 -

t24a bº- 16a xx xb a
t-- -

Z

1 o5bºx º
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C A P o I I I.

Dell'uſo delle accennate Regole nelle Rettificazioni delle

Curve, Quadrature de' Spazi, Appianazioni

delle Superficie, e Cubature de Solidi.

75. PEr fare uſo delle ſopraccennate regole di

calcolo integrale, applicandole alle quadrature de ſpa- -

zi, rettificazioni di curve , appianazioni , o ſia qua

drature di ſuperficie, e cubature de ſolidi, ſia una .

qualunque curva ADH ( Fig. 6. ) riferita all'aſſe AB

con le ordinate parallele fra loro, ed in angolo retto

ſopra l'aſſe ſteſſo. Alla ordinata B D condotta CH pa

rallela, ed infinitamente proſſima, e tirata DE paralle

la a Bc, il miſtilineo B D HC ſarà la fuſione, o il

differenziale, o ſia l'elemento dello ſpazio A B D , e ,

perchè lo ſpazio DEH è nullo riſpetto al rettangolo

B DEC, ſi potrà prendere eſſo rettangolo per l' elemen

to del ſuddetto ſpazio A B D. Adunque la ſomma di

tutti queſti rettangoli infiniteſimi B D E C ſarà lo ſpazio

compreſo dalla curva A D , e dalle coordinate A B,

B D. Quindi chiamata A BEx , B DEy, ſarà B CE dx,

E H= dy, ed il rettangolo B DE C=ydx ſarà la formola

per gli ſpazi. Se adunque in queſta formola ſoſtituire

mo in luogo di y il valore dato per x, e per le co

Il ſtanti
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ſtanti dell'equazione della curva, o in luogo di dx, il

valore dato per y, dy, e le coſtanti, ed indi integre

remo, ſarà l'integrale il ricercato ſpazio A B D .

Altre eſpreſſioni, o formole poſſono averſi degl'

elementi de ſpazi per mezzo di Settori, o di Trapezi,

. le quali in certi incontri ſogliono eſſere più comode .

della riferita; ſe ne vedrà la maniera, e l'uſo in alcu

ni eſempi.

76. Che ſe la curva ſarà riferita al fuoco, o ſia

ad un punto fiſſo, per eſempio M, da cui partano tut

te le ordinate ; condotta all'ordinata MD la infinita

mente proſſima MH, lo ſpazio infiniteſimo MHD ſa

rà l'elemento dello ſpazio AMD; onde, perchè deſ

critto col centro M, raggio MD, l'archetto infiniteſi

mo D K, lo ſpazietto D KH è nullo riſpetto allo ſpa

zio MD K, e perchè altresì l'archetto D K ſi può aſſu

mere per la tangente in D, o in K, ne viene, che ,

lo ſpazio MD K ſarà l'elemento dello ſpazio AMD.

Chiamata per tanto MD=y, KD=dz , ſarà viz

2,

la formola generale degli ſpazi per le curve riferite al

fuoco. E ſe in queſta formola ſi ſoſtituirà in luogo di

5 , o di dz il riſpettivo valore dato dall'equazione della

curva, l'integrale ſarà lo ſpazio ricercato, cioè lo ſpa

zio AMD .



ANALITICHE LIB, III. 7 I r

77. Ma ſe la curva ſarà riferita ad un diametro,

cioè ſe le coordinate non faranno tra loro in angolo

rettò, condotta (Fig. 7. ) HG perpendicolare ad AG,

il prodotto di HG, o ſia di FG in BC ſarà il piccolo

parallelogrammo BCE D, ed in conſeguenza l'elemen

to dell'area AB D. E perchè eſſendo dato l'angolo DBG,

è data la ragione del ſeno tutto al ſeno retto, che ſia

per eſempio quella di m ad n, fatta al ſolito AB = x ,

B D = y, ſarà HC, o ſia FG = ny, ed il parallelo
- - tra

grammo BCE D ſarà nydx , formola generale dello

ſpazio.

78. Egli è chiaro, che la ſomma di tutte le por

zioni infiniteſime D H della curva formano la curva .

ſteſſa, e però, che DH ne ſarà l'elemento, adunque

chiamata (Fig. 6.) A BEx, BD = y, e però BCEdx,

E H = dy, nelle curve riferite all'aſſe, cioè con le .

coordinate in angolo retto, ſarà D H = l dxº - dyº ,

formola generale per la rettificazione di eſſe curve.

79. Riſpetto alle curve riferite al fuoco , fatta pu

re M D = y, KD=dz, ſarà iſteſſamente la formola ge

nerale v dyº + dzº . -

8o. Ma intorno alle curve con le coordinate in .

angolo obbliguo, ( Fig. 7.) eſſendo dato l'angolo HCG,

è data la ragione del ſeno tutto al ſeno del comple

n 2 - mento
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mento, che ſia quella di m, ad e, onde ſarà CG =ey,
101 -

ed E F = edy, e però D H = V dx - dyº -2edrdy
ma mº

81. Soſtituito in ciaſcuna di queſte formole, in

luogo di dy, o di dx, o di dz, il riſpettivo valore dato

per l'altra variabile, e ſuoi differenziali dalla equazione

della curva, ed indi fatte le integrazioni, averemo la

ricercata lunghezza della curva A D.

82. S'intenda moverſi il piano A HC ( Figº 6. )

attorno alla retta AC, la curva A H deſcriverà una .

ſuperficie nel mentre, che il piano AHC deſcriverà un

ſolido; ma la porzione infiniteſima D H deſcriverà una

zona infiniteſima, che ſarà l'elemento della ſuperficie

deſcritta dalla curva AH , ed il piano infiniteſimo

D BCH deſcriverà un ſolido pure infiniteſimo, che ,

ſarà l'elemento del ſolido deſcritto dal piano A HC.

Ora intorno alle curve riferite all'aſſe colle coordinate,

in angolo retto ; ſia la ragione del raggio alla circon

ferenza del circolo quella di ralla e, la circonferenza

deſcritta col raggio B D=y ſarà gy, e però cy dx º + dyº

r r

l'eſpreſſione della zona infiniteſima, ed in conſeguenza

la formola generale per le ſuperficie.

83. Sarà pure cyy l'area del circolo col rag
2 ,

gio
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gio B D = y, e però cyydx ſarà l'eſpreſſione del cilin

dretto infiniteſimo deſcritto dal rettangolo BCED, ma

eſſo non differiſce, ſe non per quantità infiniteſima del

ſecondo ordine, dal ſolido generato dal piano B CH D;

adunque ſarà cºd, la formola generale per i ſolidi.

84. Ma riſpetto al caſo della Fig. 7., cioè quando -

le coordinate ſono tra loro nel dato angolo obbliguo, il

raggio del circolo, ſopra cui inſiſte la piccola zona,

ed il piccol cilindro , non è CH = y , ma bensì

G H = ny, ſiccome l'elemento D H, che forma la zo

na, non è vi di , ma i dx º - dyº + 2 edxdy, e

l'altezza del picciol cilindro non è Bc= dx, ma .

FD= dx - edy; adunque la formola della ſuperficie in

queſto caſo ſarà cny V dx º + dyº + 2edxdy.

ripa 972

85. Il prodotto del circolo col raggio. GH nell'

altezza FD, cioè cnnyy X dx - edy , è l'elemento del

- 2rmma mo

ſolido generato dal piano AGH; adunque da queſto

ſottraendo l'elemento del ſolido generato dal triangolo

HCG , cioè cnnyy X edy , il rimanente ſarà l'elemento

2rmana 772

del
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del ſolido generato dal piano A B D , e però ſarà

cnnyydx la formola generale per eſſi ſolidi.

2rmana

86. Per le curve riferite al fuoco, come che è

variabile l'angolo DMB (Fig. 6. ), e per conſeguen

za non ſi può avere il valore della BD, o CH, raggio

del circolo , che neceſſariamente entra nella formola -

delle quadrature della ſuperficie, e cubature del ſolido,

fa d'uopo dall'equazione riferita al fuoco cavare l'equa

zione della ſteſſa curva riferita all'aſſe, ed indi proce

dere colla ſolita maniera già ſpiegata; avvertendo, che

nelle cubature biſognerà dagl'integrali ſottrarre il cono

generato dal triangolo MHC, per avere il ſolido gene

rato dal piano.AMD . -

87. La maniera di cavare dall'equazione differen

ziale di una curva al fuoco l'equazione della ſteſſa cus

va all'aſſe è la ſeguente. -

La curva A D H (Fig. 6. ) ſi conſideri nel tempo

ſteſſo relativamente al fuoco M, ed all'aſſe A MB, egli

è certo, che il quadrato HD dell'elementò della curva

è eguale tanto ai due quadrati D K, K H, quanto

agl'altri due DE, E H, e che di più il quadrato di

MD è eguale ai due quadrati MB, B D . Chiamando

MB=x, BD =y, MD= z, e l'arco minimo D K = du,

avremo dz - du = dx +- dy”, ed ex + yy=zz.

Ora l'equazione della curva al fuoco venga eſpreſſa

general
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generalmente dalla formola pdz = du, in cui pè una .

data funzione di z, e ſarà dz” - p” dz - da + dy” , e ,

collocando in vece di dy il ſuo valore naſcente dall'e

quazione xx +yy=zz, vale a dire zdz –xdx, trovere

LA 22- 37x7

–º

mo dz” - ppdz” =dx + zdz –xdx, la quale ſi riduce alla

zz - a x

-

ſeguente ppdz” Xzz– xx = zzdx”– 2xzdxdz - xxdz” ,

ed eſtratta la radice quadrata, pdz = zdx– xdz .

V 22 xx

E' d'uopo eſpurgare nuovamente la premeſſa equa

zione liberandola dalla miſtura delle incognite, col por

re x = za, e però da - zda - qiz. Fatta ſvanire, col
b

mezzo dell' equazione ſuſſidiaria aſſunta, la se, e le ſue

funzioni, avremo pdz = da

z TE,

Nell'equazione pdz = da ſe tale ſarà il valore

- 2, l bb – qa -

di p dato per z, che la quantità pdz con le debite ſo

2.

ſtituzioni poſſa ridurſi alla differenziale d'un arco di cir

colo, e che fatte le neceſſarie ſommatorie, i due archi

circolari ſi riſpondano, come numero a numero, allora

la curva ſarà algebraica, e troveremo la ſua equazione

all'-

-
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- - -

all'aſſe con una formola alla Carteſiana. In ogn'altro

caſo la curva ſarà traſcendente. - -

E S E M P I O.

- \ . - -

Sia l'equazione di una curva al fuoco zdz = du.

Avremo in tal caſo p = 2, , e nell'equazione

V cc - 2bz – zz

piz = . da , ſoſtituito il valore di p , ſarà eſſa

dz = dg . Pongo b - z = t, dunque

A a FEE A bb – qa

bb -2bz - zzztt, e bb –ttz– 2bz –zz, onde fatta -

la ſoſtituzione, ſarà dt E dg - -

vi, vi

Sia per un caſo ce - bbzbh, in tale ſuppoſto ſarà

i E 4 , cioè b + z= q= hx, dunque bz - zzz hx, e po

2 -

nendo in luogo di z il ſuo valore , ſarà l'equazione -

della curva bv xx Fy - xx -yy=bx, il che ec.

88. Il Canone aſſegnato c'inſegna la maniera an

cora di paſſare dall'equazione differenziale di una curva

all'aſſe a quella del fuoco nel modo, che ſegue.

-

ESEM
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i

";

ſi

"

1,

l

li

E s E M P I o I. -

Si cerchi l'equazione al fuoco in un circolo, preſo

il fuoco in un punto. della ſua circonferenza A.

Sia (Fig.8.) AH = h, AG = x, Ac= z= v bx.

Richiamiſi a memoria la formola pdz = da

º v bh-qa

ove ſi è preſo q = hx; poichè per l'equazione locale

del circolo è bs = zz , ſarà q = z , ſicchè fatta ſva

nire la q, ſoſtituendo il ſuo valore z, ſarà pdz = dz ,

2, v hb –zz

o ſia p = z ; nella formola adunque pdz = du ſe

V hh–zz -

in cambio di p ſoſtituiraſſi il valore ritrovato, ſarà

zdz

V hh – zz

punto A.

= du, equazione del circolo al fuoco preſo nel

E s E M P I o II.

89. Si cerchi l'equazione delle ſezioni coniche ,

riferite al loro umbilico M. ( Fig. 6. )

Chiamata MB = x , BD = y, l'equazione genera

- O le,

- - -

-

9 .
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le , che abbraccia tutte le ſezioni del cono , ſarà

a t cx = V xx + yy, cioè : alla parabola col parame
b

tro 2a , quando c - b ; all' elliſſi coll' aſſe traſverſo

= 2abb , col conjugato = 2ab , diſtanza del fuo

bb –ce - - , V bb– cc i -

co dal vertice = ab , ſe b ſia maggiore di c ; all'

- , b +- c

iperbola coll'aſſe traſverſo - 2abb , col conjugato

ce lº

= 2ab , diſtanza del vertice dall'umbilico = ab ,
i ,- - - - - E c ,

- - s.

l circolo col dia

co – lib - a i

ſe b ſia minore di c; ſe c = o, ſarà

metro = 2a. Ma v xx = z . dunque a te ce =
– a 4, + yy 3 q i- - z »

b

ed in oltre ha a zq, dunque a te czq = z , ovver

-

-

-

-
-

it bb F abh = q, e differenziando rabchdz = dq, e ,
- -i- Trcza

qq = bbhh – 2 ahbhh - aabbhb , ed hh – qa = hh –

– - CC2 CC22 - -

b bbb+ 2 bbbb – aa'bbb, avremo dunque -

CC CC2 :- - - -

dq = + chahdz Fpdz,

v bb– qa cz º bºcca -bbh z - 2abbhiz-a bhhh r -

dunque pr ºf abº i , ed

º v bbcc.zz-bbh z zabb zEaal,

eſſendo
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eſſendo pdz = du, avremo l'equazione cercata

+ abhdz . = du . Il ſegno

V bbcc.zz– bbhhzz - 2abbhhz–aabbhh - -

negativo ſerve, quando le aſſiſe ſi prendono dal fuoco

verſo il vertice, il poſitivo al contrario ec.

9o. Diſſi doverſi ridurre l'equazione della curva -

al fuoco ad un altra riſerita all'aſſe, non perchè ciò

ſia neceſſario aſſolutamente per le compianazioni delle

ſuperficie, e per le cubature de ſolidi, mentre tutto

queſto ſi può ottenere per mezzo del noto Teorema ,

cioè, che La periferia della curva moltiplicata nel viaggio

del centro di gravità d'eſſa periferia è eguale alla ſuper

ficie del ſolido, che dalla rotazione viene generato; e l'a

rea della curva moltiplicata nel viaggio del centro di gra

vità d'eſſa area è eguale al ſolido accennato; ma qui non

ſi ſuppone il Lettore informato di eſſi centri di gravità.

Ora per avere una ſufficiente idea delle curve rife

rite al fuoco, mi faccio ad indagare la loro coſtruzio

ne. Sia una di queſte BCD, (Fig. 9.) le coordinate .

infinitamente proſſime AC, AE, che partono dal punto

A, ſi chiamino z, la loro differenza FE = dz, e l'ar.

chetto minimo CF deſcritto col centro A ſia = du .

La natura della curva venga generalmente eſpreſſa -

dall'equazione differenziale pdz = du, in cui la p è da--

ta in qualſivoglia modo per z. Si noti pertanto, che il

O 2 primo
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primo membro pdz, avendo le variabili z , che tutte

prendono origine dal polo A, è integrabile o algebrai

camente , o traſcendentemente ; ma l'altro membro

du, ſenza incorrere in paralogiſmo, non può ſommar

ſi, non eſſendo egli già la fuſione dell'arco u , perchè

eſſo elemento du creſce, o cala in doppio ſenſo, cioè

ed in ſe ſteſſo, e coll'aumentarſi o diminuirſi dell'or

dinate AC, AE. Per procedere adunque aggiuſtata

mente, col raggio arbitrario AI= r ſi deſcriva il cir

colo IG H, e ſia nella periferia determinato un punto

qualunque I, da cui ſi prendano come da punto fiſſo

gl'archi creſcenti IG, IH; e prorogate, ſe occorre,

le variabili Ac, AE ſino in G, ed H, ſaranno ſimi

li i ſettori ACF, AGH, e però z, du:: r, GH,

che ſi chiami da dunque zdg = du ; ma per l'equazio
-

-

- --

-

ne generale della curva è pdz = du, dunque zda =pdz,
- - r . -

e però rpdz=da; quindi ſommando, ſaràſi=q= IG.
2 - - 2 -

Le coſtanti aggiunte, o levate nell'integrare altro non

farebbero, che diverſificare il ſito del punto I.

- - . . . . - º - - -

-, º -

ESEM
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E s E M PI o I.

Sia da coſtruirſi la ſpirale logaritmica, la di cui

equazione è adz = du; ma durezda, dunque adz-zda;

-7 - –T- --

o pure, perchè il raggio AI è aſſunto ad arbitrio,

fatta b = r, e preſa a come unità, dz = da , ed inte

vº

-

-

grando, l z = q, la di cui effezione geometrica è tra

ſcendente, ma ſempliciſſima.

-

E S E M P I O II.

Sia la ſpirale iperbolica della ſottangente coſtante

= a, e però l'equazione adz = du ; ma du = zdq ,
-

- 2 gº

dunque ardz = da, e ſommando ſarà b – ar = a ec.
- 22 2.

In tali coſtruzioni ſi a ſempre l'arco IG di circo

lo, che forma l'omogeneo di comparazione , l'altro

membroſrpdz può eſſere integrabile analiticamente,

23 -

come nel ſecondo eſempio, o traſcendentemente per

via della quadratura dell'iperbola, come nel primo, o

per qualunque altra più compoſta. Quindi in un ſolo

caſo le noſtre curve poſſono eſſer algebraiche , cioè

quan
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do la quantità ſrpdz poſſa ridurſi alla rettificazione

2

d'un arco di cerchio, ghe al corriſpondente IG ſtia ,

come numero a numero. Se la proporzione foſſe per

avventura ſorda, allora la curva BCE D ſarà bensì me

canica, ma non già dipendente dal tetragoniſmo del

cerchio, riducendoſi ad un problema diverſo conſiſten

te nel dividere gl'archi circolari in qualunque data ra

gione, il che può ottenerſi per mezzo dell'Elice o ſia

Spirale d'Archimede, o della Quadratice di Dinoſtrato,

Le ſopraſcritte coſe ci ſomminiſtrano un'altro mo

do di far paſſaggio dalle eſpreſſioni delle curve al fuo

co a quelle, che ſi riferiſcono all'aſſe, o al contrario.

Giacchè rpdz= da = rrdt , chiamata la tangente IK =t
-2- rr-i-tt -

(num. 26.), ſarà eſſa tangente e data analiticamen

te, o traſcendentemente per z, ma AI=r, A KEl rr - tt,

AM = x, MC = y , dunque ra = v rr - tt , e dopo
- 3.

le debite riduzioni, rºzz-xx = t = ry, ma t è dato

se -
-

-

per z, e z = V xx + yy, dunque ſiamo arrivati alla .

curva locale all'aſſe, che toſto ſi riduce alle ſolite coor

dinate e, v. Tornando indietro per la ſteſſa ſtrada ſi

paſſa dalle equazioni all'aſſe a quelle al fuoco.

- - Ripi
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Ripiglio l'eſempio del num. 87., cioè la curva .

zdz = du riferita al fuoco, per riferirla all'.

1 cc – 2bz– zz ; e

aſſe. Poichè ſi è preſa pdz = du per equazione genera

le delle curve riferite al fuoco, ſarà in queſto caſo par

ticolare pre 2, , onde ſurrogato queſto

-

cc –2bz-zz

valore in luogo di p nell'equazione rpdz = da = rrit,

- -- i si 2. - rr - tt

ſarà rdz = rrdt . Faccio b - z=s, dz=ds,

, rr +- tt - - - - -

- - - -

th - bzi-zz = ss, onde – 2bz-zz=bb–ss, e ſoſti

tuiti queſti valori, ſarà. rds = rrdt , cioè

- -

V cc – 2bz–zz

F rr - it

-
v cc - bb ss " -

- -
- - - - -

fatta cc + bb = hh, rds , o ſia rhds = rrdt ;

rr +-tt

v Ekis, h V hb – ss -

ma l' integrale del primo membro è un arco di cer

chio, di cui ſia h il raggio , ed s il ſeno del comple

mento, ( num. 37. ) moltiplicato nella frazione coſtante

r , e l'integrale del ſecondo è un'arco di cerchio dei

b -- - - - - -
-

raggio r, tangente ti dunque il primo arco ſarà al ſe

condo, come h ad r , cioè ſaranno tra loro, come i

raggi, dunque ſono ſimili, dunque nella ſteſſa ragione,

de raggi ſono pure le tangenti; e perchè la tangente

-
del
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del primo arco è b v hb –ss, ſarà b v hh-ss, tºh,

-

-

-
-

- -

r, cioè tre r vbh –ss, quindi reſtituito il valore di

º

s, e poſto ry in luogo di t, ſi averà

3g

ry = rv bb–bb– 2bz-zz , equazione ridotta all'aſſe,

37 b +-z

la quale ſi eſprimerà con le ſole coordinate º s y ,

ponendo in luogo di zz il valore xx +yy, e ſarà by +

5 v xx +-yy = x V hh– bb– 2b V xx +-yy– ex-ſyy,

che è la ſteſſa della ritrovata al citato num. 87.

Per paſſare dall'equazioni all'aſſe a quelle del fuor

co, prendo l'Eſempio I. del num 88. la di cui equazio

ne al circolo è z =vbx ( Fig. 8.).

La tangente data per z dell'arco O Q deſcritto col

centro A, raggio rs ſi trova eſſere rl hb– zz = t ;

-

dunque nell'equazione canonica da - rd ſoſtituiti in
rr -- tt -

e di dt i riſpettivi valori , averemoluogo di t o - -

; pongo – da, perchè creſcen–dq = - rdx.

i V bh –-zz -

do Ac, (z) cala l'arco O2 (4) ; ma da= rda, quin

- - - v - -

di
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di rda =_rdz , cioè zdz = du, che è la ſteſ
a

bb– zz v bb –zz

ſa equazione della ritrovata al num. 88.

91. Nè meno ſono neceſſarie le particolari formo

le , che ſi ſono ritrovate nel caſo delle curve con le

coordinate in angolo obbliguo tra loro, perchè tali equa

zioni poſſono ſempre mutarſi in altre, che abbiano le

coordinate in angolo retto, ed indi poi ſi potrà ſervirſi

delle ſolite formole.

Ed in fatti ſi chiami (Fig. 7. ) HG = p, AG= q;

è adunque pany, a Ex + ey, denominando, come ſo

pra, A B = x , BD = y, e la ragione del ſeno tutto al

ſeno retto quella di m ad n, al ſeno del complemento

quella di m ad e ; adunque ſarà p = mp , x = 4 –
- ma

ev= 4 – ep . Soſtituiti per tanto nella propoſta equazio
- ºra n

ne in luogo di x, ed y queſti valori dati per p. e q,

avraſſi l'equazione della curva con le coordinate in an

golo retto fra loro. Ma ſuccederà bene ſpeſſo, che l'e

quazione primitiva ſia ſemplice, e trasformandola ſi fac

cia aſſai compoſta ; anzi, che eſſendo ſeparate le inco

gnite nella propoſta, non lo ſieno nella trasformata .,

il che è di maggiore difficoltà, nè poſſano ſepararſi

con le ſolite regole di diviſioni, eſtrazioni di radici ec.

p Tut
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Tuttavia però in molti caſi particolari non ſarà forſe,

mal fatto il mettere a prova, e l'una, e l'altra manie

ra per appigliarſi a quella , che nel dato caſo ſarà più

comoda. -

Ma ſarà opportuno venire agl' Eſempi, ne quali,

quando non ſi avviſi in contrario, intenderaſſi ſempre,

che le coordinate ſiano fra loro in angolo retto.

Delle Quadrature de' Spazi .

E S E M PI O I,

92. Sia ABC (Fig.1o) una parabola apolloniana dell'e

quazione ax =yy, una qualunque aſſiſſà A D= x, D B=y,

e debbaſi quadrare lo ſpazio ADB. Sarà dunque y=va,

e poſto queſto valore nella formola generale de' ſpazi

(ydx) in luogo di y, ſarà eſſa dx Vax, ed integrando

i xvis +-b. La quantità b è la ſolita coſtante, che

nelle integrazioni deveſi aggiungere, e che ora fa d'uo

po di determinare. Nel punto A, cioè quando x = o,

lo ſpazio è zero, adunque l'integrale i «va. r-b, che

eſprime queſto ſpazio, deve pure eſſere zero, fatta.

x = o, e però ſarà iovao + beo, cioè be o, vale a

dire, che in queſto caſo non deveſi all'integrale aggiun
-

-

gere coſtante alcuna.

Adun
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ſ:

Adunque ſarà lo ſpazio AB D = i svax, ma -

vas =y, onde ABD = i sy , cioè eguale a due terzi

del rettangolo dell'affiſſa nell' ordinata.

Quindi ſe ſi voleſſe lo ſpazio chiuſo da una fiſſa ,

e determinata aſfiſſa, ed ordinata, per eſempio quando

ſia x = 2a; comecchè, per l'equazione della curva, è

in queſto caſo » - vaaa, ſarà lo ſpazio e 4 aaV2 . Se

le aſfiſſe della parabola non principiaſſero dal vertice A,

ma da un dato punto D; poſta, per eſempio A D=a,

una qualunque D E = x, il parametro - f, ſarà l'equa

zione af - fx= yy, ed y = vaf - fx. Soſtituito queſto

valore nella formola ydx, ſarà eſſa dx vaf - fa, ed in

tegrando i Xa - x vaf+-fx +-b eguale allo ſpazio DCEB.

Ma per determinare la coſtante b ſi rifletta, che nel

punto D, cioè quando x = o, lo ſpazio è eguale a .

zero, adunque nell'integrale fatta x = o, dovrà eſſere

i avafi- b=o, e però la coſtante b = – 2a vaf, adun

- 3

que per avere l'integrale compito, in luogo di aggiun

gere la b, biſognerà ſottrarre i avaf , e però lo ſpazio

ricercato D CE B ſarà = Xa + x l af+-fx – i; avaf.

Sia AE= a, ed in E principi la x verſo A, e ſia

p 2 una
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una qualunque E D = x, ſarà l'equazione af-fe=yy,

ed y=v af-fx, onde ydx = dxvaf-fe, ed integran

do, ſarà – i Tsxaf=R b. Ma quando si º,

lo ſpazio pure è zo, adunque fatta nell'integrale x=o,

- - - 2 -

dovrà eſſere – ; avafa-b = o, e però b =i a v af;

adunque lo ſpazio E D BC= favof-ixatzvaff.

Si è veduto, che generalmente lo ſpazio AEC

nella parabola è - AE x Ec, così lo ſpazio ADB=

i; AD X D B ; adunque lo ſpazio D ECB ſarà -

i AE x Ec-i AD XD B, il che appunto confron

ta col calcolo dell'uno, e dell'altro caſo dell'origine ,

della x dal punto D verſo E, e dal punto E verſo D.

Prendo l'equazione generale a tutte le parabole .

di qualunque grado aº x º = y”, onde ſarà p = a x 7 ,

e però la formola ydx = a x dx , ed integrando, ſa

ma a -- r

rà lo ſpazio E ra º x r + b , ma preſa x = o, ſi tro
-

7) -- 7”

va eſſere b = o, adunque non va aggiunta coſtante ,

- gr? 77 - 7°

alcuna, e l'integrale ritrovato ra º x º è compito, e
e ti -- r -

po
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m n

ponendo y in luogo di a 7 x 7, ſarà rey = allo ſpazie

n - r .

ricercato.

E S E M PI O II.

i -

a º m - - -

93. Sia la curva 9 F 7 a - a , ſarà adunque -

ydx = dx V a - a , ed integrando, ſarà lo ſpazio

17, x a x a7 +-b . -

- - - - - tra

Ma poſta x = o, dovrà eſſere ba- m Xa Va,

- m) - I -

adunque l'integrale compito, cioè lo ſpazio ricercatº
m,– ma - i

ſarà = m X x - a Vx -a- 772 x a Va.
172 +- I s . - m - I - -

e E S E M PI O I I I.

94. Sia l'iperbola fra gl'aſintoti FED, (Fig. 1 r.)

e ſia AB = x, BE = y, e l'equazione ey = aa ; ſarà

3 = aa, e però via F aadx, ed integrando, ſarà lo

- - 37 -

ſpazio - al x - b , preſo il logaritmo nella logaritmi

Ca
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ca della ſottangente = a . Ma poſta x = o, il logarit

mo del zero è quantità infinita, e negativa, per la na

tura della logaritmica, adunque la quantità b da aggiun

gerſi all'integrale deve eſſere quantità infinita, e poſiti

va, e però infinito lo ſpazio compreſo della curva EF

prodotta in infinito, dall'aſintoto, e dalle due coordi

nate AB, BE.

Sia l'iperboloide dell' equazione a - eyy, ſarà

ſy = Va', e però pdx = dx Va' , ed integrando ,

-º 57

ſarà lo ſpazio - 2 va x - b, ma poſta x = o, è b = o,

adunque non fa d'uopo aggiungere coſtante alcuna, e

l'integrale compito , cioè lo ſpazio A BEF infinitamen

te prodotto all'insù, ſarà 2 va x, quantità finita, o

ſia, per l'equazione della curva, - 2xy.

Sia l'iperboloide dell'equazione a' - xxy ; ſarà

2 = a', ed ydx = a dx , ed integrando ſarà lo ſpazio -

-ra- 3rx7

– a - b, ma poſta x = o, ſarà a quantità infinita,
- O

adunque b è eguale all'infinito, onde per avere l'inte

grale compito biſognerà aggiungere quantità infinita. ,

e però ſarà infinito lo ſpazio. -

Sia generalmente l'equazione a tutte le iperboloi

di



di am - ºz x nym, ſarà p = a m x m e però I ydx =

pm - a m - n

-

ma " e " - b . Se m - 1, n = 1, cioè cy = aa,

m – n.

avremo ſpdx = aa - b, quantità infinita, onde lo ſpa

Q

zio infinito, come ſi è veduto di ſopra .

Se n = 1 , m = 2 , cioè a ' E xyy , ſarà ſvis =

2 l aº x t-b; ma poſta x = o, ſarà pure b = o, adun

que l'integrale compito, cioè lo ſpazio cercato-2 va' . E

2xy, per l'equazione della curva, e però finito, quan

tunque infinitamente prodotto all'insù dalla parte di F.

Se n = 2 , m = 1 , cioè a - xxy , aſsis

– a' - b, ma poſta x = o, ſarà – a infinito, e .

2. O

però b = all'infinito, adunque ſi deve aggiungere all'

integrale quantità infinita, e però lo ſpazio ſarà infinito.

Se n = 1, m = 3 ; cioè a E xy', ſarà ſvis =

i
4

2,

a 3 x : +-b ; ma poſta x = o, ſarà b = o , adunque

- - - A - - 3

l'integrale compito, cioè lo ſpazio, ſarà = i Va xx=

3 - - - - -

– i xy, quantita finita, quantunque infinitamente pro

dotta all'insù. -

Se
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N

Se n = 3 , m = 1 ; cioè a º = x 'y, ſarà ſvis =

– a + b ; ma poſta x = o, è b = co , adunque ,

23'37

lo ſpazio infinito.

Se n = 1, m = 4; cioè a - xy“, ſarà ſvas =

d

4 Vas + b; ma poſta x = o, ſarà b = o, adunque

3 - - - - - - 4

l'integrale compito, cioè lo ſpazio, ſarà E 4 Va r

3

4 xy, quantità finita.

3 i -

Se n = 4, m = 1 ; cioè a - x “y, ſarà ſvas =

– a + b ; ma poſta x = o, ſarà b eguale all'infini

3.7 -

to, adunque infinito lo ſpazio. Con la ſteſſa maniera

ſi potrà procedere quanto ſi vuole.

Premdanſi ora le aſſiſe dal punto B, e ſi cerchi

lo ſpazio BCD E . Sia dunque AB = b , BC = x,

CD = y, e ſia la ſteſſa iperbola apolloniana, la di cui

equazione by + xy = aa ; adunque ſarà V = aa , e però

i .

ſydx = aad.e, ed integrando ſys - a l b+ x +f, pre

b +- x - - . -

ſo il logaritmo nella logaritmica della ſottangente = a.

- Ma
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Ma per determinare la coſtante f., poſta x = o, dovrà

eſſere fre – a l b, adunque l'integrale compito, cioè

lo ſpazio BCD E ſarà a l b - e– a lb.

Se ſi prenda Bc= x infinita, ſarà infinito 'b - ;

adunque lo fpazio E B CD infinitamente prodotto dalla .

parte di C è infinito.

Si prenda e negativa – BA= –b, ſarà a fb e

eguale ad a moltiplicato nel logaritmo del zero; ma il

logaritmo del zero è quantità infinita, e negativa, adun

que in queſto caſo lo ſpazio è negativo, cioè dalla par

te di M, ed è infinito, come ſi è veduto anche di ſo

pra, e però lo ſpazio tra l'iperbola apolloniana, e gli

aſintoti è infinito dall' una, e dall'altra parte infinita

mente prodotto.

Sia l'iperboloide cubico dell'equazione byy - xyy=a',

ſarà º=y a ' , onde ydx = dxV a ', ed integrando

b+- e b+- x

ſis-avaTs +-f, ma poſta x = o, ſarà fa:

– 2 va' b, adunque l'integrale compito, o ſia lo ſpazio

E B cp, ſarà - 2 va b -a e – 2 va b, quantità alge

braica. Preſa x infinita, ſarà infinito lo ſpazio EBCD

infinitamente prodotto dalla parte di C. -

Preſa e negativa - BA = – b, l'integrale ſarà –

2 va b, adunque lo ſpazio ſarà negativo, cioè ſa

q rà
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rà FEBAM, e ſarà finito, quantunque infinitamente pro

dotto dalla parte di M, come ſi è pure veduto di ſo

pra -

Sia l'iperboloide dell'equazione b . Xy=a', ſarà

ſy = a' , onde ydx = a dx . Ed integrando

2, –º

- b + x b + x

ſia =– a' -f, ma poſta x = o, ſarà fre a'; adun

b + x - - - -7

que l'integrale compito, cioè lo ſpazio E BCD ſarà -

a º – a ' . Preſa e infinita, il termine – a' ſarà

A b-i- c - - - Ab +- x

zero, adunque lo ſpazio ſarà finito, quantunque infini

tamente prodotto dalla parte di C. Sia x negativa -

BA = – b, l'integrale ſarà a º – a', ma – a º è quan

- - b O o -

tità infinita, e negativa, adunque lo ſpazio ſarà dalla

parte di M infinito ec. - -

Con queſto metodo operando troveraſſi , che lo

ſpazio tra l'iperbola apolloniana, e gli aſintoti infinita

mente prodotto ſarà infinito dall'una, e dall'altra parte;

tra l'iperboloide primo cubico, e gli aſintoti ſarà fini

to dalla parte di M, ed infinito dalla parte di C; tra

l'iperboloide ſecondo cubico, e gli aſintoti ſarà infini.

to dalla parte di M, e finito dalla parte di c; tra l'iper

boloide primo del quarto grado, e gli aſintoti ſarà fi

nito dalla parte di M, ed infinito dalla parte di C; tra

- - l'iper
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l'iperboloide ſecondo , e gli aſintoti ſarà finito dalla

parte di C, ed infinito dalla parte di M ec.

Per porre in opera le ſerie. Prendo l'eſpreſſione ,

dello ſpazio BCD E della ſuddetta iperbola apolloniana,

cioè aadx .

b +- e

Ridotta queſta in ſerie, ſarà eſſa - aadx – aaxdx -
- - b bb

aaxxdx – aax' dx ec., ed integrando aax – aaxx -

bº b º b 2b,

+-aax” – aax º ec., la qual ſerie infinitamente prodot

3b7 457 - º

ta equivale appunto allo ſpazio BCDE, e ſe foſſe ſom

mabile, ci darebbe in termini finiti, cioè algebraica

mente lo ſpazio cercato, vale a dire la quadratura -

dell'iperbola, ma non eſſendo ſommabile, quanti più

termini di eſſa ſi prenderanno, principiando dal primo,

tanto più ci avvicineremo al giuſto valore dello ſpazio.

Prendo l'aſfiſſà BT dalla parte de negativi, ſarà

l'equazione della curva by –.xy = aa, e però gdx =

aadx , e riducendo in ſerie, ſarà

b–x -

ydx= aadx - aaxdx + aaxxdx - aax'dx +- aax dx ec., ed

T, bb, b 3 bº bs -

integrando,ſydx=aax + aaxx + aax º º aax - aax'ec.

b 2bb 3b7 457 57;

q 2 eguale
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eguale allo ſpazio BTPE. Preſa BT = BA, lo ſpazio

FEBAM infinitamente prodotto dalla parte di M ſa

rà = aa - aa + aa - aa - aa ec., ſerie di valore infinito;
- - - -

2, 3 4 5 -

adunque lo ſpazio infinito,

E S E M P I O I V.

95. Fra gl'aſintoti AS, AB (Fig. 12. ) ſia l'iper

bola equilatera O C, e ſia AB = BC = a , B I = –x .

S'intenda deſcritta la curva mecanica BEF tale, che

il rettangolo di AB in qualunque ordinata IE ſia egua

le al corriſpondente ſpazio iperbolico B COI. Si ricer

ca lo ſpazio indeterminato SABEF. Sia l'ordinata ,

IE = z . Si è veduto, eſſere lo ſpazio BCO I eguale

alla ſerie a: - xx +- e' + x * + x º ec., poſta come

2 3a 4aa 5ai

ſuppongo, a - b , adunque per la proprietà della .

curva, ſarà zz x + xx + e - a ec., e però zdx =

- 2a 3aa 4a

a dx - exdx - e' da + x dx ec.; ed integrando, ſarà fi

2a 3aa 4a” -

nalmente lo ſpazio BIE= xx - e' + x + x - a ec,

- 2. ca 12aa 2oaº 3oa*

e preſa x = a = BA riſpetto a tutto lo ſpazio SA BEF

infi
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ºº

nitamente prodotto, ſarà eſſo =aa - aa - aa - aa - aa ec.,
2. Q I 2. o 3o

la qual ſerie è ſommabile , ed è - aa, adunque è al

gebraicamente quadrabile, ed eguale al quadrato di B A

lo ſpazio infinitamente prodotto SAB E F.

E S E M P I O V.

96. Sia l'iperbola ATC, (Fig. 13. ) l'aſſe traſverſo

DA=2a, il parametro - p., EB= x, BC=y, e però l'equa

zione ex – aa = 2ayy, e ſi cerchi lo ſpazio ABC;
P

ſarà dunque y = Vpxx Epaa, e però la formola -
- 2a

ſydx = dx Vpxx-paa. Fatto ſparire il ſegno radicale,

2 d. -

e paſſando all'integrazione , troveraſſi con le ſolite

maniere l'integrale in parte algebraico , ed in parte

logaritmico, adunque lo ſpazio ABC dell'iperbola di

pende dalla deſcrizione della logaritmica ..

Se ſi voglia lo ſpazio A CHE, lo ſpazietto infini

teſimo ITCH, fatta MT infinitamente proſſima a Bc,

ne ſarà l'elemento, e però la formola ſarà sedy, in cui

ſoſtituendo in luogo di x il valore dato per y dall'e

quazione, ſarà sedy = dy V 2ayy + aap, il di cui inte

p

grale
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grale iſteſamente dipende dalla logaritmica :

E ſe tanto nella formola ydx del primo ſpazio,

quanto nella xdy del ſecondo ſi aveſſe ſoſtituito in .

luogo di dx in quella, ed in luogo di dy in queſta i

riſpettivi valori dati dall'equazione, ſi ſarebbero pari

mente ritrovati gl'integrali della ſteſſa natura.

Per far uſo delle ſerie . Prendo la formola del

lo ſpazio ACHE A , cioè a dy ; adunque e dy =

dy V 2avy - aap, e facendo per maggiore facilità 2a=p,

–

--

( giacchè le coſtanti non alterano il metodo ) cioè ſup

poſta l'iperbola equilatera, ſarà sedy = dy Vyy - aa, e

riducendo in ſerie il radicale , ſarà

xdy = ady + yydy –y“dy +-yº dy – 5y” dy ec., ed inte

2a 8a º 16a º 128a7

grandeſsº, cioè lo ſpazio ACHEA = ay - y –

-

ca

yº - y” – 5y” ec., ſerie che non ſi ſa .

4oa 7 X 16a 9 X128a' -

ſommare. E ſottraendo queſta ſerie dal rettangolo xy,

avraſſi lo ſpazio ABC. -

Si conducano dal centro E le infinitamente proſſi

me ET, EC, e ſia A KP tangente nel vertice. Col

centro E ſi deſcrivano gli archetti di circolo KQ, TR;

ſarà
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ſarà AK = ay, e KP= axdy – aydz, ET = Vxx + yy,
ex- - 3'37

E K = a lA 3 x +-y, e per la ſimilitudine de triangoli

PKQ, KEA, o ſia TEM, ſarà Kg= asir – aydx .

- a V xx +-yy

e per la ſimilitudine de ſettori E KQ , ET R , ſarà

TR=xdy–ydx, e però ſarà : ETXTR, cioè zdy-yds
2.

Vxx - yy

l'elemento del ſettore ETA, e ſoſtituendo in luogo di y,

e dy il valore dato dall'equazione della curva, Evzz-aa,

( ſuppoſta equilatera l'iperbola) ſarà aadx , ed in

2 Vxx – da

tegrando ſ aadx. , cioè il ſettore ETA =

-

2 v xx – aa - - - -

- º a l x – Vxx – aa nella logaritmica della ſottan

- - • -

gente = a , il quale ſpazio è eſpreſſo da quantità nega

tiva appunto, perchè ſi aſſume nel ſenſo de' negativi.

Riducendo la formola in ſerie, troveremo aadx =

- 2 l ex-aa

aadx - a dx + 3a “dx + 5a dx + 35a ºdx CC. -

2. 4x' 16x 32x7 256x º

Ma per integrare il primo termine della ſerie ſa

rebbe

-
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4

rebbe d'uopo ridurre prima quello ancora ad una ſerie

infinita; adunque ſarà meglio fare più ſpeditamente nel

ſeguente modo. Sia EM = x, MT=y, 4 º Fº, ſa

rà KP = dz, e ſia KE = p, AE = a, ſemiaſſe traſver

ſo, il ſemiaſſe conjugato = b . Sarà adunque K Q= adz,

p

ET = px, TR = xdz , e però i ET X TR = exdz,
d sa

p 2 a

ma, per l'equazione della curva, è y = b V xx –aa,

e per i triangoli ſimili EA K, EMT, ſarà , - xz,

adunque zx = bv xx – aa, ed º F aabb ; e però

PB 2a

la formola ſarà abbaz , cioè ridotta in ſerie ,

2 X bb– zz

adz - azzdz - azºdz + azºdzº-az'dz º ed integrando,

2 2bb 2b º 2b º 2b

ſ abbdz , cioè lo ſpazio ETA = az - az' -

2 X bb– zz - 2 6bb

azº - az” - azº ec. -

robº 14bº 18bº

ESEM
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i

l

E s E M P 1 o v I. -

AD = a, e ſi cerchi l'area d'un qualunque mezzo ſeg

logaritmi, perchè farà fatica ſuperflua

97. Sia il circolo A B D ( Fig. 14. ) col diametro

mento AHE. Fatta A E = x , E H = y , ſarà l'equa

zione y = Vax –xx , e però vi» - dx V. ax – xx .

Qui non occorre liberare la formola dalla radicale, o

tentare altri modi, a fine di mutarla in un'altra capace

d'eſſere integrata algebraicamente, o per mezzo de'

, mentre ci

ridurremo ſempre ad una formola di quadratura . ,

o rettificazione di circolo, come ſi è notato al num.

37., e però ſenz'altro potraſſi procedere con le ferie. -

Riſoluta adunque in ſerie la formola, ſarà -

- i 3. i 7

dx V. ax – xx = a * x º dx – x º dx – x ºdx-x dx ec.,

- l –i è -

2 a 2 8a 2 I 64 º - -

ed integrando ſyas , cioè lo ſpazio AEH = -

1 3 s Z 2 -

i a 7 x – a 7 – 7 – 7 cc,
- si -; i -

5a º 28a º 72a º -

Sia ora il raggio CA = a , e ſia CE=x , E H=y,

T C



-
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e l'equazione y = V aa-xx; adunque ydx = dx Vaa-xx,

e riducendo in ſerie, ydx =adx – xxdx–x “dx– x “dx –

- 24 8a º 16a º

5x dx ec., ed integrando , ſyds , cioè lo ſpazio

I 28 a 7

CE H B = ax – x º – e º – e 7 – 5xº ec,

6a 4oaº I 12a º I I 52a'

e fatta x = a riſpetto a tutto il quadrante, aa –

aa – aa – aa – 5aa ec., ed il quadruplo di queſta .

o 4o I I 2. i 152

ſerie ſarà l'area di tutto il circolo.

Per mezzo d'un ſettore. Sia ca= a , AQ = x ,

e condotta CK infinitamente proſſima alla Cg, ſarà

g K = dx , CQ = V aa + xx , e deſcritto col centro C

l'archetto infiniteſimo QS, per la ſimilitudine de trian

goli KSQ , QAC, ſarà QS= adx , e però MN=

l aa +- x.x - -

aadx ; adunque il picciolo ſettore CMN, elemento

da -- X'X'

del ſettore CAM, ſarà - a 'dx . Ridotto eſſo

- 2 X aa + xx

per tanto in ſerie, ſarà a º dx = a º dx –

2 X aa + xx 2da

a 'xxdx - a 'x “dx – a 'x º dx +-a' e º dx ec. , ed inte

2.2 * 2a º 2a º 2a º
-

grando,
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tf

i

gi

".

grando, ſarà a º dx , cioè il ſettore CMA =

2 X aa - xx -

av – e iº sº - a + x” ec., e poſto, che l'arco

2 6 a 1ca 14 a 18a7

AM ſia la metà del quadrante, cioè preſa x = a , la

ſerie ſarà aa – aa - aa – aa ec.; ed il doppio, cioè
-

2, o IQ I4

aa – aa - aa – aa ec. ſarà il quadrante ABC .

- 3 - 5 7

Se in vece di prendere il raggio CA = a, l'aveſſi

preſo = V aa, ſarebbe il quadrante ABC =

8 -

aa – aa - aa – aa ec., e ſottraendo attual

8 3 X3 5 X8 7X3 -

mente ciaſcun termine negativo dall'antecedente poſiti

vo, ſarà aa - aa - aa - aa ec., che è la ſteſſa ſerie

2 3 5 99 195

inſerita dal Sig Lebnizio negl'atti di Lipſia dell'an

no- 1682. -

E s E M P 1 o v II.

98. Sia l'elliſſi Bcp, (Fig. 15.) il ſemiaſſe traſ

verſo AB = a , il ſemiaſſe conjugato AC=b, A E=x,

E H = y , onde l'equazione bb. Xaa-Ax F yy , e pe

4a

ata.
º

T 2 . rò
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rò yds = tax va tax, elemento dell'area AEHC.
a

Ma dx v aa- ex è formola di quadratura del circolo

B O D, il di cui diametro ſia l'aſſe traſverſo dell'elliſſi,

adunque dalla quadratura del circolo dipenderà la qua

dratura dell'elliſſi. E perehè ſ'bdx Vaa– ex = EHCA,

g

e ſas aa – xx = E MOA; ſarà un qualunque ſpa

zio dell'elliſſi al corriſpondente ſpazio del circolo ſul

diametro D B, come b ad a , cioè come il ſemiaſſe ,

conjugato al ſemiaſſe traſverſo, ed in conſeguenza lo

ſpazio intero dell'elliſſi a tutto lo ſpazio del circolo nel

la ſteſſa ragione. Ma poichè i circoli ſono tra loro,

come i quadrati de diametri, o ſia de raggi, ſe fare

mo un circolo, il di cui raggio ſia = vab, cioè medio

proporzionale tra i due ſemiaſſi dell'elliſſi BCD, ſarà

queſto circolo al circolo BOD, come ab, aa :: b, a,

ma in queſta medeſima ragione è l'area dell'elliſſi BcD

allo ſteſſo circolo Bo D; adunque l'area dell'elliſſi ſarà

eguale all'area del circolo, il di cui raggio ſia medio

proporzionale fra i ſemiaſſi dell'elliſſi. - . .

Per mezzo della ſerie. Ridotta in ſerie la formola

-

-- -

bdx v aa–xx, ſarà eſſa Ebdx X a-xx-x – x “ –5x'ec.,

a d 2a 8a º 16aº 128a7

ed
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ed integrando ſ'bdx v aa – xx, cioè l'area A CHE =

- ag

bx – be – bs – bv – shx ec., e fatta º Fa,

oaa 4oa i 12a ii 52a'

ſarà l'area ACB, quarta parte dell'elliſſi, eguale ad ab

ab - ab - ab – sab. cc,
o 4o I I 2, I 152

Nella ſteſſa elliſſi, preſo un qualunque arco DS;

ſia D P tangente in D, AI= x, IS=y, e per lo

punto S condotta AP, le ſia infinitamente proſſima -

AK, che taglierà l'elliſſi in T. Col centro A ſi de

ſcrivano gl'archetti di circolo KQ, TR ; ſarà dunque

AS= V xx + yy= AT, DP=ay, A KEAP= a º xx-yy,

- 3: 3.

R P = – axdy - aydx, eſſendo PK differenza negativa;

- 3'37 -- - - -

e per la ſimilitudine de triangoli P 2K, PAD , ſarà

KQ = – axdy - aydx, e per la ſimilitudine de ſettori

x º sx - Vy -

A TR, AKQ , ſarà TS = – xdy + yds , e però

- V xx + yy

TR X AT, cioè – edv - vix ſarà la formola per lo

2 - - -

ſpazio AcT, la quale, ſoſtituito in luogo di y, e di

dy il valore dato dall'equazione della curva , ſarà final

IneIlte abdx -

2 V aa– X x - Ma
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Maſ adx è la rettificazione del circolo,

-

l ddl – X x

come ſi è veduto al num. 37., e come ſi vedrà in

breve, adunque la quadratura de ſettori ellittici dipen

de dalla rettificazione, o quadratura del circolo. Nè

occorre affaticarſi per liberare la formola dal radicale 9

perchè, ciò non oſtante, urteremo in un'altra dallo ſteſ
-

ſo circolo dipendente.
-

Per mezzo poi delle ſerie troveremo, eſſere,

abdx. = bda + bxxlx + 3bx dx - 5bx dx -

2 va aa – xx 2 4aa 16a 32a

35bx dx ec., ed integrando, avremo lo ſpazio ATC=

256a”
- - -

bx +- bx + 3bx i- 5bx7 - 35bx º ec., e fatta x = a

2 12aa 8oa 224a 23o4a'

riſpetto a tutto lo ſpazio ADC, quarta parte dello ſpa

zio intero dell'elliſſi , ſarà eſſo = ab - ab + 3ab -.

5ab + 35ab ec. -
224 23 o4

Che ſe aveſſi voluto liberare la formola dal ſegno

radicale, facendo la ſoſtituzione º aa –xx=a – xz, ſi

farebbe mutata in queſt'altra aabdz , la quale ridotta in
o - da -- zz

ſerie
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ſerie ſi trova eſſere biz-bzzdz-bzºdz-bzºdzi- bzº dzec,
8

e - . dal a* a º d

ed integrando, bz–bzº +-bzº– bz' - bzº ec., e poſta

3aa 5a 7a* 9a”

a =a, nel qual caſo è pure zza, ſarà ab-ab + ab –

- 3 5

ab -ab ec. riſpetto al quadrante dell'elliſſi .

7 7- - -
-

-

E ſe ſi ſupponga a z b, l'elliſſi paſſa ad eſſere un

circolo del raggio = a , e la ſerie ſarà aa– aa - aa –

s - I -

aa - aa ec. come al num. 97. , che eſprimerà il qua

7 9

drante; e però da qui ancora ſi vede, che l'area dellº

elliſſi è all'area del circolo , il di cui diametro ſia e

guale all'aſſe traſverſo dell'elliſſi, come l'aſſe conjuga

to all'aſſe traſverſo della ſteſſa elliſſi .

E s E M PI o v I I I. -

99. Sia la cicloide NAM, (Fig. 16.) il circolo

generatore AR H, e ſia A H = a , A B = x, BC=dx,

B E = y, DF = dy, ſarà l'equazione dy = adx –xdx =

l a x – xx

dx v a– x . Ma lo ſpazietto QE FP è l'elemento dello
---

la x:

ſpazio



7 8 INSTITUZIONI

ſpazio AEQ, adunque FP X P Q, cioè edx V a – x=

- VA A:

dx V. ax– xx ne ſarà la formola; ma ſas LA a x – XX3

è il ſegmento circolare ASB, adunque lo ſpazio cicloi

dale AE Q ſarà eguale al corriſpondente ſpazio circolº

re ASB, e tutto lo ſpazio A MK al ſemicircolo. Ma -

il rettangolo AH MK è quadruplo del ſemicircolo, poi

chè è il prodotto della ſemiperiferia nel diametro; adun

que lo ſpazio AMH ſarà triplo del ſemicircolo, e però

tutto lo ſpazio della cicloide triplo del circolo genera

tOl'e , -

« Se ſi voleſſe immediatamente lo ſpazio A FC; co

me che il piccolo ſpazio FCBE, cioè Vdx ne è l'ele

mento, e dall'equazione della curva abbiamo dv -

dx va e , ſi riduca in ſerie l'omogeneo di compa
- -

--
-

la x'

razione; moltiplicando prima per lº x il numeratore,
- i

e denominatore, onde ſia da Vax - xx = a º dx -

A ' i

se º

l i i -

a 2 dx – x dx – a º dx ec. , e però integran

– - 3.

2a º 8a º I 6,3 º

do,
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I I 3

º ſera- , cioè 5 = 2a * x * – a º –

3. i

-.
3a º

: Z + 3

se º – e º ec., onde yds = 2a * e * dx – x º dx –

i 2. -
-

2oa º 56a º 3a º

3 Z

se dx – x º dx ec. , e finalmente integrando ,

3 i

2og º 56a º

- i i 4 2

frº-ame=1 ..:--:- x º – x º eC.

3 –i 3, i

15a º 7oa º 252a *

-

E S E M P I O I X.

1oo. Sia la concoide AD R, CB = B A = a ,

CM = x, MD = y, ( Fig. 17. ) e ſi voglia lo ſpazio

A D GB . Chiamo CG = z, la quale ſarà ſempre data

per le e, ed y della propoſta curva, come è aſſai chia

ro. Sia CE infintamente proſſima a CD, e col cen

tro C, cogl'intervalli CG, CD ſi deſcrivano i due ar

chetti G I, D F, ſarà H I = dz, ed il trapezio FDG I

l'elemento del ricercato ſpazio. Per la ſimilitudine de'

ſ -
trian
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triangoli HIG, B GC, ſarà G I = adz , e per la

v zz–aa

ſimilitudine de ſettori co I, CDF, ſarà D F =

aziz -aadz. Ma il trapezio FD GI è= DFF GIX:GD=

2 | 22 – aa

2aazdz + a 'dz , dunqueſi + a dz , cioè –

22 l 2,2, – ag 22 l 22, – da

a l V zz– aa– z - a X arco di circolo col raggio = a,

tangente = 1 zz –aa – z, ( preſo il logaritmo nella .

logaritmica della ſottangente - a ſarà eguale allo ſpa

zio, che ſi cercava .

Si può niente meno avere lo ſpazio totale , ed i

parziali della ſteſſa concoide conſiderando la curva in .

relazione al ſuo aſſe . Sia nella ſteſſa Figura AB =

DG = a = BC, BM= x, MD = y, e dal punto G ſi

tiri all'ordinata MD la perpendicolare Go, ſarà Do

v aa– xx , per l'angolo retto GO D , e per la ſimili

tudine de'triangoli CBG, GOD ſarà BG=a l aa –xx=

-

MO; dunqne MD = º aa – xx - a º ai – , e - y ,

- 2.

quindi yd x , cioè l'elemento dello ſpazio , ſarà

dx l aa – va + ads l aa – xx . ll primo termine inte
-

a

grato
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grato dipende della quadratura del circolo, il ſecondo

da quella dell'iperbola.

E S E M P I O X.

1o1. Sia A MI (Fig. 18. ) la Ciſſoide di Diocle,

la di cui equazione yy = x . Sarà dunque la formola,

3.

ſoſtituito il valore di y dato dall'equazione, x º dx

a – x º

il di cui integrale dipende dalla quadratura del circo

lo . Per avere il rapporto dello ſpazio totale della ciſ

ſoide a quello del circolo generatore, ſi rifletta, che ,

eſſendo l'equazione yy= x , ſarà anco yy Xax-xx =x ,
a - X

e però vi a: – xx = xx . Ciò poſto, differenziando la

propoſta equazione ayy–xyy= x”, viene 2aydy–2xydy–

yydx = 3xxdx , cioè 2dy X a – x –ydx = 3xxdx , e ,

3'

perchè xx = v . ax – xx , dunque 2dy X a – x –

ſy le = 3dx v ax – x e. Ma dy X a – x è l'elemento

dello ſpazio A MQ B, ydx è l'elemento dello ſpazio

ſ 2
-

AMP ,
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AMP, ed integrando riſpetto allo ſpazio totale, è

ſay X a– x = | ydx, dunque in tale circoſtanza ſarà

2 ſay x Fx-ſyds = ſarx Fs , e però

ſy X a– x = 3 ſas ax – xx, e perchè nel caſo

dello ſpazio totale della Ciſſoideſdx V. ax – xx è l'a

rea del ſemicircolo ABN ; quindi lo ſpazio della Ciſ

foide infinitamente prodotto è triplo del ſemicircolo ge

IlératOIe ,

E S E M P I O X I.

1o2. Sia la Logaritmica HB D (Fig. 19. ) all'aſin

toto MQ, e ſia AB = alla ſottangente - a, KH = y ,

A K = x, e l'equazione ady = dx. Sarà adunque la .

3'

formola ydx = ady, ed integrando ſſydx = ay t-bb ;

ma poſta y= a, ſarà bb =–aa, adunque l'integrale ,

compito, cioè lo ſpazio AKH B = ay – aa. Preſa una

qualunque altra ordinata MN = z, ſarà pure A MNB=

az–aa ; adunque MKHN = ay – az . Sia l'ordinata -

E F minore di AB, ed eguale ad , , A E = – x, ſarà

nello
-.
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nello ſteſſo modo l'equazione adv = dx, perchè eſſen

y

do negativa la e, deve eſſere pure negativa la ſua

differenza, ma creſcendo l'aſfiſſà x, cala l'ordinata »,

adunque dovrà eſſere negativa la dy; per lo che ſarà

pure negativo l'elemento dello ſpazio, ſarà adunque

eſſo elemento – pdx, cioè – ady, ed integrando,

–ay - bb, ma quando , ſia =a, ſarà bb = aa, adun

que l'integrale compito, cioè lo ſpazio AEFB ſarà

= aa– ay; e poſta y = o, cioè quando egli ſia infini

tamente prodotto dalla patte di Q, ſarà egli E aa ; ed

in conſeguenza lo ſteſſo ſpazio infinitamente prodotto

dalla parte di Q, ma che principi da una qualunque or

dinata EF = y, ſarà - ay.

E s E M P 1 o x II.

-

1o3. La curva A B F ſia la Trattoria , (Fig. 2c.)

la di cui proprietà primaria è , che la tangente B P di

un qualunque punto B, ſia ſempre coſtante eguale ad

una data retta. Si faccia una qualunque affiſſa E D=:e,

l'ordinata D B = y, l'arco della curva A B = u, e la .

data retta - a . Perchè creſcendo l'aſfiſſa E D, cala .

l'ordinata D B, ſarà negativo il di lei elemento, cioè

–dy ; quindi per la proprietà della curva avremo l'e

quazione
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quazione –ydu = a, e poſto in luogo di du il valore

dy

dx + dy”, ſarà dx = – dy v aa –yy . Ciò fatto, nella

- y

formola ydx degli ſpazi poſto in luogo di dx il valore

dato dall'equazione della curva, avremo – d» Vaa –yy,

elemento di un qualunque ſpazio A B DE . Ma poſta .

A E la prima delle ordinate = a , e col raggio EA de

ſcritto il quadrante AQ M, e condotta B Q parallela ad

MH, poichè DB = EC= y, e per la proprietà del cir

colo, C Q = Vaa –yy, anco l'elemento dello ſpazio

circolare CO A ſarà – dy v aa– y; quindi lo ſpazio

CQ A eguale allo ſpazio A B D E, e così degl'altri, e

per conſeguenza lo ſpazio infinitamente prodotto com

preſo dalla trattoria A B F, dall'aſintoto E H, e dalla .

retta AE ſarà eguale al quadrante v1 ME.

E S E M P I O X I I I.

1o4. Sia la ſpirale ACB, (Fig. 21. ) ed A B =a

il raggio del circolo B MD, la di cui periferia = b, un

qualunque arco BD = x , A C = y ; ſarà l'equazione

by = ax . Condotta A E infinitamente proſſima ad A D,

ſia E D = dx , e col centro A ſi deſcriva l'archetto in

finiteſimo CH ; per la ſimilitudine de ſettori A CH,

- A DE
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ADE, ſarà chi e yºg, e però il ſettore A CH, ele

- a

mento dello ſpazio AN CA, ſarà - vvdv ; ma, per

– – - - - - 2 d.

l'equazione della curva, è v = av, dunque eſſo ele
- - - b -

mento ſarà - axxdx , ed integrando, ascº (ommeſſa -

abb il

la coſtante, che è ſuperflua) ſarà lo ſpazio A CN, e ,

fatta x = b riſpetto a tutto lo ſpazio A NB, ſarà eſſo

= ab .

6

Sia l'equazione generale alle infinite ſpirali ama º -

202

bºy”, adunque ſarà Vy = aax”, e la formola dello
212

bm

- 2mi - 2m -- rpt

ſpazio ſarà ax” dx, ed integrando, max 7 » C

in 2

2b º An 2m x bi

fatta x =b, ſarà lo ſpazio intero = mab .

4n +- 2m

E' facile a vedere, che lo ſpazio AB MD CNA

terminato dal raggio A B, dall'arco di circolo B MD,

e dalla porzione ANC della ſpirale ſarà av – av ,
2. 6bb

perchè egli è eguale al ſettore A B MD A meno lo ſpa

zio A CN ; ma ſe lo voleſſimo per mezzo di formola

diffe
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differenziale, baſta oſſervare, che l'elemento di eſo

ſarà il trapezio infiniteſimo ECHD , il quale ſi ſa eſſe

re = DF CH x cp, cioè da - rdx x a E7 =

2 a 2,

aadx –yydx, e ponendo in luogo di yy il valore anxx

2a - - bb

dato dall'equazione, ſarà adx – axxdx, ed integrando

- 2bb

(ommeſſa la coſtante ſuperflua) ax – ax .
- 7

E S E M P I O X I V.

1c5. Sia la parabola ABM ( Fig. 22.) dell'equa

zione ax = yy, e ſia A C = x , CB = y, e la ragione

del ſeno tutto al ſeno retto dell'angolo BCD ſia quel

la di a alla b ; al ſeno del complemento, quella di a

alla f, ſarà BD = by, C D =fy. Sia CH= dx, adun
d d

que CH x D B = CH MB, elemento dello ſpazio Ac B,

e però la formola ſarà bydx, e poſto in luogo di y il
a

valore dato dall'equazione, cioè vas, ſarà baz vags

d

- - 2, - -

ed integrando, 2bx l. ax , o ſia 2bxy = i AC X B D,

- –, 34

ommeſſa la coſtante ſuperflua

ESEM
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E S E M P I O X V.

ro6. Sia la parabola ACM (Fig. 23.) riferita al

fuoco B, la di cui equazione ſarà aiz =da, eſſen

V 2az–aa

do BC = z, CD = du, archetto infiniteſimo di circo.

lo, parametro z 2a . Sarà dunque il ſettore infiniteſimo

B º C, o ſia B DC l'elemento dello ſpazio A Bo » C

Però zia, cioè aziz la formola, il di cui inte
2, -

2 l. 2.22 – ag

grale ſi trova eſſere z - a v 2 da 1 mm. Ma preſa

6

z = B 4 = ; a , nel qual caſo deve eſſere nullo lo ſpa

zio, ſarà mm = o, adunque l'integrale compito , cioè

lo ſpazio ABC, ſarà – 2 . v 2az Ea7.

Ed in fatti dal Punto C abbaſſata la perpendicolare

CQ ad A Q, lo ſpazio B CA è eguale allo ſpazio Q CA

meno il triangolo B Q C, ma fatta B Q = x , Q C=y,

ſarà Q CA–QCB = i X : a + º Xy– ey = 2a - e Xy;

2, 6

adunque BcA = 2a X', ma per la proprietà della

6

t pa
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parabola, BC = A Q - A B = x - a , cioè z = x - a,

ed y = Vaa - 2ax = 1 2az– aa ; ſoſtituiti adunque in .

luogo di x, ed y queſti valori , troveremo BCA =

2a - x X y = a t-z v 2az –aa, come ſopra.
- -

o 6

E S E M P I O X V I.

1o7. Se la quarta parte AC (Fig. 24.) della periferia

di circolo s'intenderà diſteſa nella retta (ac), e preſa una

qualunque porzione (ae) eguale all'arco AE, ſi alzi

normale (ed) eguale al ſeno retto DE, la curva (at),

che paſſerà per tutti i punti (d) così determinati, ſi

chiama la linea de ſeni retti . Prodotta (ac) onde ſia ,

eguale alla ſemicirconferenza del circolo, la curva ave

rà un'altro ramo al di là di (ct) ſimile, ed eguale ,

al primo . -

Sia il raggio =r, un qualunque arco AE=x= (ae),

il corriſpondente ſeno D E=y= (ed); poichè il differen

ziale, o ſia la fuſione dell'arco eſpreſſa per mezzo del

ſeno ſi trova eſſere rdy , avremo da E rdy ,

v rr-yy v rr-ry

equazione della noſtra curva. La formola adunque ſydx,

ſoſtituito il valore di dx, ſarà rway , ed integran

V rr –yy d

O ,
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-

:

3,

do, – rv rr–yy - n; ma poſta y= o, viene n = rr,

dunque l'integrale compito è rr–r v rr-y = allo ſpa

zio (ade), e fatta p = r, ſarà ra allo ſpazio totale -

(atc). Quindi fatto il quadrato TH del raggio, e pro

dotto il ſeno D E in M, lo ſpazio (ade) ſarà eguale al

rettangolo D H, e lo ſpazio totale (atc) eguale al qua

drato T H .

1c8. Gli addotti eſempi poſſono baſtare per fare

uſo del metodo, rimane ſolamente d'avvertirſi , che ,

molte volte le equazioni delle curve, gli ſpazi delle ,

quali ſi vogliono quadrare ( e ciò s'intenda pure riſpet

to alle rettificazioni, quadrature di ſuperficie, e cuba

ture ) poſſono eſſere tali, che non abbiano le incogni

te ſeparate, nè ſi poſſano ſeparare colla ſola diviſione,

ed in conſeguenza non ſiano addattabili alle formole.

Tale ſarebbe la curva x' - y” = axy.

In queſti caſi biſogna valerſi di qualche congrua .

ſoſtituzione, per mezzo di cui l'equazione ſi trasformi

in un'altra, in cui ſieno ſeparate, o ſeparabili le inco

gnite. Ma non ſi può generalmente definire, quale ,

ſoſtituzione debba farſi ; biſognerà avere pratica, e pro

varne molte per ottenere, quando ſi poſſa, l'intento.

Riſpetto alla propoſta x' + y” = axy . Si ponga .

5 = axx , e fatta la ſoſtituzione, ſarà l'equazio
º

t 2 Ile
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ne x + a x = aax , cioè se - aazº – zº . Differen

z º 2,2, a º

ziando adunque, exdx = 4aaz'dz – 6z dz ; quindi

3a ”

preſa la formola degli ſpazi, cioè 'dx, poichè per la

ſoſtituzione è 5 = axx, ſarà eſſa formola axxdx, e ,

22 22

ſoſtituendo in luogo di x x dx il valore ritrovato

4aaz 'dz– 6zº dz, ſarà 'dx = 4aazdz –6zº dz, ed inte

3a” - 3a

grando yds =; zz – zº; e reſtituendo in luogo di zz

2 da

il valore avv , ſarà finalmente ſydx = 2axx– x “ .

- y Tayy

E S E M P I O XVII.

1c9. Sia la curva a sexyy– xº = a “yº, di cui ſi

voglia lo ſpazio. Pongo y = xx , e l'equazione ſi tras

2

formerà in queſt'altra a z-x 'zº = a “, da cui ſi rica

3

Va x - al Vaz–a , e però da - a º dz -

-

er -

-

-

3zX aaz– a'
i

adz

-
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r
- 2.

adz X aaz – a 3 , ed y = aa X aiz – a 3 ; quindi a

22, zº

vremo l'elemento dello ſpazio , cioè ga: = a dz –

3z
-

a dz Xaaz - a z a “dz – 2a dz, e però integrando

zº - - - 2, º 3zº

ſº = –a - za , e reſtituendo in luogo di z il ſuo

42 925

valore xx, ſarà -a “yº + 2a y” lo ſpazio ricercato.

ſy 4. 9a

A queſto propoſito ſi potrà vedere il metodo del Signor

Craigio nel ſuo libro : De Calculo fluentium .
-

Della rettificazione delle Curve .

E S E M PI O XVIII.

I 1o. Sia da rettificarſi la parabola apolloniana-,

cioè da ritrovarſi una retta linea eguale ad un arco

qualunque della ſteſſa parabola, la di cui equazione ſia

ax = yy . Differenziando ſarà adv = 2ydy, e dxº -

4yydy'. Ma la formola per la rettificazione è va. dy”,

a a

adun
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adunque ſoſtituendo in queſta, in luogo di dx º, il va

lore dato dall'equazione differenziata, ſarà a dx - dy =

4 ydy + aady = dy 49 + aa, elemento per la pa

dº d

rabola apolloniana ax = yy . Paſſando alle integrazioni,

fatta la ſoſtituzione di V 4yy - aa = 2y - z, a fine di le.

vare il radicale , troveremo eſſere dy v 4yy - aa =

a

–a dz – adz – zdz , il di cui integrale ſi vede eſſe

82 3 42, 8a -

re in parte algebraico, ed in parte logaritmico, e pe.

rò la rettificazione della parabola dipende dalla quadra

tura dell'iperbola, la qual verità in queſt'altro modo

pure ſi ſcorge. Sia l'iperbola equilatera A D E (Fig. 25.)

coi ſemiaſſi - a. BC= º dal centro, CD = 2y, la di

cui equazione ſarà xx – aa = 4yy. Condotta GE infini

tamente proſſima ad HD, ſarà HGED l'elemento del

lo ſpazio AD HB, ma HG ED ſi ſa eſſere 2dy v 4yy + a,

che è la ſteſſa formola della rettificazione della parabo

la, a riſerva del denominatore coſtante a , dunque ec.
2,

Per mezzo della ſerie. Prendo la ſopra ſcritta for

mola per la rettificazione della parabola, cioè di V4yy+ aa,

de

la
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la quale ridotta in ſerie ſarà - dg + 2yyly - 29 “dy -

- - -

6 8

4yºdy – Ioy dy ec., ed integrando - ſi 4yy + aa ,

d d a

cioè l'arco qualunque - , + 2 – 2) - 4 – 1oyº ec.

3aa 5a 7a 9a

se nella formola generale a dx - Erº in vece di

ſoſtituire in luogo di dx il valore dato per y dall'equa

zione della curva, ſoſtituiremo in luogo di dy il valore

dato per x, ſarà eſſa dx º 4ax + aa, o ſia dx º 4vº - ax,
--

l 4ax

la quale non è punto più trattabile dell'altra.

2.X'

Se la parabola non ſoſſe l'apolloniana, ma la ſe

conda cubica, la di cui equazione è axx = y', diffe

renziando ſarebbe dx = 9ydy” , e però la formola -

-

v dx º - dy”. = dy Vºi 4a , il di cui integrale ſarà

- 44

9ay + 4aa 9ay - 4aa + m ; ma poſta y= o, ſarà m =

27aa s -

– 8a ; adunque l'integrale compito, cioè la lunghezza

- -

-

dell'arco ſarà 9ay + 4aa V 9ay + 4aa -8a.

27aa 27

Se nella parabola apolloniana AD M (Fig. 26. )

ſarà
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ſarà AC = 4a, e ſi prenda una qualunque CK = y,

9 -

il parametro z 9 , ſarà A K = 4a - y, K M=Vºt 91',

4 o 4

-

onde l'elemento dell'area MKCD ſarà di V4 e +-9ay,

4

che è lo ſteſſo dell'elemento della lunghezza della ſe

conda parabola cubica, a riſerva della coſtante a , e ,

però la rettificazione di queſta, e la quadratura di quel

la è la ſteſſa coſa, onde perchè quella è algebraicamen

te quadrabile, queſta è algebraicamente rettificabile , .

Quindi generalmente, ſe l'eſpreſſione dell'elemento di

una qualunque data curva diviſo per la differenza dell'

incognita ſi porrà per ordinata, e la incognita per l'aſi

fiſſa, onde naſca una nuova curva, la quadratura di

queſta ci darà la rettificazione della curva data .

E S E M P I O X I X.

I I I, - Sia il circolo AEM, (Fig. 27. ) A M diame

ti O t a » A B = x , ſarà BF = y = V ax –xx ; adun

7 2 – º

que dy = : adv- cdx, dy = , aadx –axdx -xxdx -,

i d X – X x' ſl5 – 3 x'
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e però FH elemento della curva - v dx - dy* =

ada , e riducendo in ſerie , ſarà

2 l aº – xx

I 1

a * a * dx - e º dx + 3x º dx + 15x º dx --

2 –i 4

2 X 2a º 2 X2 X4a * 2 X 2X 4X 6 a

7 I I
-

-

-

-
-

1o5x º dx ec., ed integrando , ſarà a º x º -

4

2,

4.

2,

º
-

2X 2 X4) 6 X8a

3 -

-

º
7

x º -- 3x -- 15x º +

y

-

2,

3 -

2 X4 X5a º 2 X4X 6X 7a

1o5x º ec.; o pure eſſendo da ºz dyº Xax –xx ,

I

aa-ax + xx

7

2 X 4X 6 X 8 X 9a º

cioè ( ſoſtituendo yy in luogo di az – xx ) dx =

ºvdy ; poſto queſto valore in luogo di dx nella .

; aa –yy

formola generale, ſarà eſſa v da dy” - ady s

2 l/ aa-yy

4

che ridotta in ſerie ſi trova eſſere

= dy - 2'vdy - 6y“dy + 2oyºdy -7oy'dy ec. , ed inte

di 3 a º a º a º

l grando,
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grando, ſarà finalmente l'arco AF = -

y - 2y' + 6y' - 2oy' - 7oyº ec.

3aa 5a º 7aº 9a”

Che ſe il raggio foſſe ſtato = a , ſarebbe la ſerie ,

ſy -- ſy” -i- 3yº -- 15y” --

2 X3aa 2 X4 X5a* 2 X4 X 6 X7a”

1o5yº CC.

2 X 4 X 6 X 8X 9a º

E ſe finalmente ſarà DB = x, DA raggio = a,

ſarà V = V aa – xx , e dy = - xdx , adunque ,

l da –A x'

v dx -dy = adx , e riducendo in ſerie , ſarà

V da – xx

adx. = dx + xxdx + 3x º dx - 15x º dx -

L aa – xx. 2d2 2 X4a º 2 X4X 6a“

Io5x dx ec., ed integrando, ſarà l'arco EF =

2 X4 X 6 X 8a º

3 +- x º +- 3x º -- I 5 x 7 --

2 X 3aa 2 X 4 X 5a º 2 X4 X 6 X 7a º

Io5x º CC,

2 X 4 X 6 X 8X 9a”

ESEM
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E S E M P I O X X.

,

112. Sia l'elliſſi ADc, ( Fig. 28. ) ſemiaſſe tras

verſo AB = a, ſemiaſſe conjugato B D = b, BE = x,

EO = y , ſarà l'equazione aayy = aa – xx , e però
- ,

-

-
-

pdy = – bb edx, e dy* = bbxxdx º , e la formola

da

- aa Xaa–xx

generale v dx - dy = V dx + bbxxdx =

- d* – aaxx

-

dx l aº –aaxx +-bbxx .

a V a 7 – xx

Se in luogo di ſoſtituire il valore di dy dato per se

dall'equazione , ſoſtituiremo il valore di dx , ſarà

v dx - dy = dy v aayy–bbyy + bº . Ma e l'una, e ,

b l bb–yy -

l'altra delle due ritrovate eſpreſſioni manca di una delle

condizioni del num. 38., ſenza di cui ſi è veduto, che queſte

formole non ſi poſſono liberare dai ſegni radicali, e prepa

rare per l'integrazioni. Adunque, per paſſare alle ſerie,

ll 2 pren
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prendo una delle due formole, per eſempio

ds va T TV., la quale ſi eſprime con l'equi.
-

-

a V aa– xx

valente dx V 1 bb , e queſta ridotta in ſerie

- a º – a 73 x

-

ſarà = dx +- i bbxxdx - i bºx da -
- 2

aa X aa– xx a X aa– ex

r - 5 - - -

i bºx dx – i bºx dx ec., e“riducendo in

- - i -

-- 3 - 4 - -

a º X aa– xx aº X aa– xx -

oltre in ſerie ciaſcun termine di queſta, cominciandº

dal ſecondo, ſarà
-

dx yº bbxx. t dx - -

l -

a“–aaxx -; bbxxdx X 1 + xx + x “ + º º

- - (22 aa a º a º a º

I - -

–i bºx dx X1 +-2xx -3x + 4x º

6- a º a º

-

a º a º a

3- i bºx º ds X 1 + 3xx + 6º - Iox” cc.

16

a º a º a º a º

–

6

d

i . –ib x dzX 1 - 4xx+1ox “+ 2ox º
-

- - a º a º a º a º a º

ed
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i

ed integrando, ſarà l'arco DO, cioè

ſisy FIE – x'

4 - -
(2 da X'27 + : bb X e' + x + x' - x º ec.

- aa 3aa 5a “ 7aº 9a”

l -

- – i bºX zº + 2x7 - 3x º + 4x ec.

. e . . . . . . . . e
- d 5a 7a 9a º II a

1 -

t-ib X s x 7 + 3x º + 6x º ec.

a º 7aº 9aº II a º

- 5 º 9

-:2 X - e º 4x ec.,

a º - . 9a” II a º

e finalmente riducendo alla ſteſſa denominazione i ter

mini omogenei, troveremo DO=

» - bbx - 4aabb–bºX x +-8a “ bb– 4aab º + bº X x 7 -

6a 4 4oaº I I 2a º

64 bb –48a b 24 abº– sbº X x º ec. Che ſe vo

9 X 128a º

gliaſi ſupporre a - b, nel qual caſo l'elliſſi diviene,

un circolo, ſarà l'arco DO = x - a - 3x - sx 7 -.

6aa 4oa* I 12aº

35x º ec. appunto come ſopra al num. 111. ,

9 X I 28a”

In
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In altra maniera ancora . Nella formola

dx V a “–aaxx + bbxx ſi faccia bb–aa =–cc, onde ,

a ! aa – xx.

ſia dx V a “– ccxx ; riſoluti in ſerie i due radicali, ſarà

a l aa – xx' -

-
---

dx Va“–ccxx =dx Xaa-ccxx-c“x” –cº x “–5c'x'ec,

a v aa –xx a 2aa 8aº 16a º 128aº

a – xx – x * – xº – 5x º ec.

- - 2a 8a 16aº 128a?

e facendo attualmente la diviſione del numeratore per

lo denominatore, dopo un lunghiſſimo calcolo trove

remo un'altra ſerie, la quale integrata, e reſtituito in .

luogho di cc il ſuo valore, ci darà la medeſima ſerie

di ſopra, che eſprime il valore dell'arco DO.

E S E M P I O XXI.

-

113. Sia l'iperbola B D, (Fig. 29. ) ſemiaſſe traſ.

verſo AB = a , ſemiaſſe conjugato AE = b, CD F y ,

ACE x, ſarà l'equazione xx-aa = aayy ; adunque ,
- bb

differenziando ſarà d e - . a y dy » Oſl

-

-

-

b v bb - yy

de
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i

-::

del dx + dy*=dy 1 - aayy = di bbyyi avy e-bº,

b* + bbyy b bb - yy

e però ridotta queſta in ſerie o nell'una, o nell'altra

maniera uſata intorno all'elliſſi, troveremo eſſere il ſuo

integrale, cioè l'arco BD =y - aay”– 4aabb-a-Xyº +

6b º 4obº

8aab * +- ATE a “Xy7–64aab “–48a “bº –24a“bb-5a Xy”ec.,

II 2b º - 9 X 128bº

che è la ſteſſa ſerie dell'elliſſi, a riſerva de'ſegni, e .

della mutazione delle veci delle coſtanti a, b .

E s E M PI o XXII.

114. Sia la cicloide dell' Eſempio VIII. delle qua

drature, ( Fig. 16.) la di cui equazione ſapiamo eſſere

dy=dx va-z ; adunque ſarà la formola v dx Fdy =

lº x

dx Va , e però integrando, ſarà l'arco FA = 2 vax=

e -

al doppio della corda AS del corriſpondente arco di

circolo AS, e poſta x = a, ſarà AM doppia del dia

metro del circolo generatore, e però tutta la cicloide

quadrupla .

ESEM
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E S E M P I O X X I I I.

115. Sia la trattoria AB F, (Fig. 2o. ) la di cui

equazione (num. Io3. ) è –ydu= a ; dunque dure–ady,

dy ,

ed integrando, un qualunque arco AB= u = – lyin

nella logaritmica della ſottotangente = a; ma fatta uzo,

è y = a, e l y = o, dunque n = o, e l'integrale com

pito ſarà u = – l». Se pertanto con la ſottotangen

te AE, per lo punto A, all'aſintoto MH ſi deſcriva la

logaritmica AKS, preſo un qualunque punto B nella ,

trattoria, e condotta alla logaritmica la BK parallela .

all'aſintoto, ed abbaſſata la normale KN, l'intercetta .

NE ſarà eguale all'arco AB.

E S E M P I O X X I V.

116. Sia la ſpirale d'Archimede ACB del num.

1o4., (Fig. 21. ) il raggio del circolo - a . la circonfe

renza = b, l'arco BM D = x , AC= y . Sia AE infi

nitamente proſſima ad A D , e però D E = dx . Col

centro A ſia deſcritto l'arco CH, ſarà CH = ydx ,

ed
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º,
-

-

-
-

ed OH = dy; adunque ſarà CO l'elemento della cur

va = vºyd. +- aady” , ma l'equazione della curva è

ax = by » e però dx º t bire, onde , fatta la ſoſtituzio

-

- - dal - -

ne, farà co- dy a Ry, il di cui integrale, do
- - - - - da - -

- -
-

-

- .

po un lungo calcolo, che ommetto per brevità, trove

remo dipendere da logaritmi, o ſia dalla quadratura -

dell'iperbola.

Per mezzo delle ſerie . Faccio in primo luogo

a º t- linn , onde la formola ſia queſta bly v mm - yy ,

- - - -i- - -

che ridotta in ſerie è -

biy X m + yy - y + y” – 5vº ec., e però inte

aa 2m 8 nº I 6 º 5 I 28 n 7 - i -

e

grando, cioè l'arcoAC ſarà E bny - by” – by -,
-

--

- , - - - aa 6aam 4oaamº

by _ - 5hy” ec., e fatta ! = a , ſarà tutta .

I I 2aamº 9 X 128aam 7 - -

la curva ACB = bm - ab – a 'b - a b – 5a7b ec.,
-- - -

- a 6m 4omº I 12mº 9 K 128m -

cioè reſtituendo in luogo di m il valore aa , ACB =

- - - - b

a - bb – b* + bº – 5bº ec.

6a 4oaº 1 1 2a º 9 X I 28a7 - -

- 2 Se
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r

-

Se la curva foſſe la logaritmica ſpirale ABC, -

(Fig. 3o. ) la di cui equazione ad E bix, chiamando

- RB = y , e l'archetto infinireſimo B D = dx, poſto nella

formola generale valzº - dº il valore di dx dato dal

equazione, ſarà eſſa dy Vaa - b, ed integrando, la

curva A B = y l aa + bb . - - - -

TI - - -

Sia la curva ABC la ſpirale iperbolica , in cui la -

ſottangente deve ſempre eſſere coſtante, e però l'equa

zione, denominando come ſopra, ydx = ady, ſarà dun

que v dx + 5 = d. l aa + yy ; l'integrale della qual

formola, liberata che ſia dal ſegno radicale , trovere

mo dipendere dalla logaritmica.

Per mezzo della ſerie troveremo di va aa - y =

ſy

adv - vdv-y'dy +y dy-sy dy ec.; ma volendo paſ- -

» .2a - 8a 16a 1282' -

ſare all'integrazioni, il primo termine non è integra

bile, ſe non per mezzo d'un'altra ſerie infinita; adun

que la ſomma della ſopraſcritta ſerie integrata, eccetto

il primo termine, con l'integrale della ſerie, che eſpri

me eſſo primo termine, formerà una ſerie, che ſarà

il valore della propoſta curva.

ESEM
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E S E M P I O X X V.

117. Sia la logaritmica HB D , ( Fig. 19. ) AB

ſottangente = a, AK = x, KH = y, e l' equazione ,

farà di arry, il di cui integrale dipende dalla .
V

ſteſſa logaritmica. Ommetto l'uſo delle ſerie, che ab

baſtanza s'è veduto ne ſuperiori eſempi.

E s E M PI o xxv I

118. Sia la parabola apolioniana con le coordina

te in angolo obbliguo dell'equazione azz yy. Dfferen

ziata queſta, e ſoſtituito nella formola generale delle

rettificazioni, quando le coordinate ſono in angolo ob

adv = dx . Poſto nella formola generale il valore di dx,
2 –

y - -

-

bliquo, cioè nella formola º dx t-dy +2edx v., in .
tra

i luogo di dx, e di dx- il loro valore dato per y, ſi

avrà 2dy Vyy + aey + aa, il di cui integrale è in parte -

a m , 4 - -

algebraico, ed in parte dipende dalla quadratura dell' -

iperbola. - - -

x 2 ESEM

a
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-

-

-

E S E M P I O XXV II.

11». Sia l'equazione x =y alle infinite parabole,
- - - -

ſarà x - i dx= dy, ed x º - º dx º - dy”, ondev dx - dy”,

elemento della curva, - dx v x º - º 4- 1 . Paſſando all'

integrazioni, per valermi del metodo del num. 61. eſ.

pongo la formola nel ſeguente modo d -

-

-

- a t- 2 - 1
+

La formola canonica a dx del ſuddetto numero è
-

-

- - -

-

-- - -

-
-

e x º + a º

integrabile algebraicamente quando ſia 1 – m - n nu
-

-

-

-

-

- - na -

- .

-

- , - - - -

mero intiero affermativo; e ſe ſia intiero negativo, ſi

ridurrà alle note ſemplici quadrature . Paragonando

queſta formola dx con la canonica, ſi à n=o,

- I

37 2t - 2 -- I 2.

2t– 2 = m, a = all'unità; per lo che converrà, che

ſia 1 – 2t + 2 numero intiero, che chiamo h, dunque

- 2t - 2 - -

1 – 2t + 2 , cioè 3 - 2t = h , e conſeguentemen

2t – º 2 ? – 2 -

- - - S-te

-
-

-

-

-

- ed alle infinite iperbole fra gl'aſintoti. Differenziando



ANALITICHE LIB. III. 777

ri

-

te 3 - 2h = t , eſponente determinatore delle curve in

2 - 2b -

finite .

Sia b numero poſitivo intiero, principiando dal nulº

la. Se h = o, ſarà t- 3 ; ſe h = 1, ſarà º = 5 ; ſia b

2, - 4 -

qualunque numero della ſerie de numeri naturali o
q - - º

1, 2, 3, 4, 5, 6 ec., ſaranno eſpreſſi gl'innumerabili

valori dell' eſponente e dalla ſeguente progreſſione -

t = 3 , 5 , 7, 9, 11 ec. L'andamento della ſerie è ma

- - - - -:
-

nifeſto, ed in tutti queſti caſi le curve paraboliche ſo

no algebraicamente rettificabili, e la prima di eſſe è

la ſeconda parabola cubica. - -

Sia b eguale ad un numero intero negativo, ed

in primo luogo ſia b = – o, torna in campo la ſecon

da parabola cubica, equivalendo – o al - o ; ſia .

h = – 1 , l'eſponente tdiventa eguale ad 1 , e di con

- . T

ſeguenza infinito; ſia n =– 2, ſarà tz 1 ; ſia b =– 3,
2,

ſarà tz 3 , e così di mano in mano, e gl'infiniti va

-. 4 - - -

lori dell'eſponente t ſaranno eſpreſſi dalla progreſſione

t = 1, 3, 5, 7, 9 cc., e le curve parabolice indi na

2 a 6 8 o - - -

ſcenti rettificabili per via delle note quadrature.

- . - - - La

-
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La prima curva, che ci ſi affaccia, è la parabola .

conica, la di cui rettificazione richiede (num. 1 Io. ) la

quadratura dell'iperbola.

L'altro caſo, in cui la formola generale del num.

61. , o è integrabile algebraicamente, o per mezzo del

le note quadrature, è che u – 1 – 1 - n ſia numero
- - mºg 712

intero, cioè , ſoſtituendo le ſpezie particolari di queſto

eſempio, – 3t + 2 = b, e però 2 + 2b = t, eſponente

2, 2 3 + 2h

determinatore delle curve infinite.

Sia b numero intiero poſitivo, principiando dal ze

ro, averemo la ſeguente progreſſione -

i = 2, 4, 6, 8, io ec

- 3 5 7 9 11 - -

Sia h intiero negativo, ed in primo luogo ſia .

h =– o, torna in campo lo ſteſſo eſponente tz 2,
- º a - - - 3

equivalendo – o al + o ; ſia h = – 1, l'eſponente t

diventa eguale alla frazione o, e di conſeguenza nullo;
- - - - l

ſia h = – 2 , b = – 3 ec., averemo la ſeguente pro

greſſione t = 2 , 4, 6 º 8 io ec. - -

1 3 5 7 9

le frazione , che dà il valore dell'eſponente deter

minatore tr è la ſteſſa nell'uno, e nell'altro caſo, ſolo

che nel ſecondo è inverſa del primo, dal che doveva

IlO
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i no naſcere, come di fatto ſono nate inverſe le pro

il greſſioni; le curve adunque ſcoperte per mezzo dell'

una, e dell'altra formola ſono le medeſime, ma con .

li: gl'eſponenti inverſi, vale a dire riferite a due aſſi dif

i ferenti; a cagion d'eſempio i due eſponenti 1, 2 ap

partengono alla parabola apolloniana, che in due ma

1

niere ci ſi preſenta x = y, vale a dire x =yy; ed in

oltre xx = y, equazione locale al trilineo parabolico.

Quelle curve pertanto, che ſono inchiuſe nelle

premeſſe progreſſioni, o ſono integrabili algebraicamen

te, o non eſiggono quadrature oltre il circolo, e l'i

perbola; ma le altre infinite richieggono tetragoniſmi

più alti.

Dalle noſtre progreſſioni appare, che il valore .

- dell'eſponente tron è mai negativo, onde neſſuna -

- iperbola non ammette rettificazione nè algebraica, nè di

"i pendente dalle mentovate più ſemplici quadrature.

-

",

-

-

-

- Delle Cubature.

E s E M PI o XXIII.

12o. Sia il cono retto ACG KA; (Fig. 31.) A Bza,

Bceb , una qualunque porzione AD dell'aſſe A B ſia =x,

- - - ſarà
-

-

- -

- . -
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ſarà V, cioè DE = bx, e però nella formola generale ,

cyydz ſoſtituito queſto valore in luogo di y, ſarà eſſa .

2 r

cbbxxdx, ed integrando chhx” , riſpetto ad una qualun

2 a 2r oaar

que porzione preſa dal vertice (ommeſſa la coſtante ,

ſuperflua ), e fatta x = a, ſarà tutto il cono A CG KA=

cbba = cbb X a , cioè eguale al prodotto della baſe nel

Gr – ; -

la terza parte dell'altezza.

E perchè la ſolidità de cilindri è il prodotto della ,

baſe nell'altezza, ſarà il cilindro al cono inſcritto, co

- me 3 ad 1.

Il cono ACG KA è adunque - chba , ed il cono

6r

AIE MP = cbbx', adunque il fruſto di cono IMcK

Catar

ſarà ch X a – x', e però ſarà a tutto il cono nella

-

r . - - dal -

ragione di a –x ad a ; onde ſe per eſempio faremo

A D=; ABE; a, ſarà il fruſio a tutto il cono, come

a º – a', a ; cioè come 7, 8, ed al cono AEMPI,

8

come 7 , I

Ogni qual volta però ſi penſa a miſurare qualche ,

ſolido, fa di meſtieri conſiderare, di quali elementi in

-

- tCIl
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". tendiamo, ch'egli ſia compoſto giuſta le differenti ſe

zioni, che poſſono adoprarſi , tornando in acconcio ora

l'una, ora l'altra ſecondo le circoſtanze ; indi fra i

ſuddetti elementi ſcegliere quelli, che con maggiore ,

facilità poſſono maneggiarſi , ed a quali più natural

mente il calcolo s'adatta . Nel cono retto, per eſem

pio, di cui ſi tratta, vi ſono tanti circoli paralleli alla

baſe ; ed oltre ciò tanti triangoli, che anno comune il

vertice con quello del cono, e per baſe le ordinate ,

parallele del circolo CG K; ſi può ancora tagliare il

cono con tante parabole fra loro equidiſtanti, e con .

gl'aſſi paralleli al lato A K, ed altre molte ſezioni poſ

ſono farſi.

Egli è bensì vero, che per ritrovare la ſolidità del

cono sì fatti mezzi devono riputarſi ſuor di propoſito,

e troppo compoſti per lo propoſto caſo; ma ſi potreb

be proporre di tagliare il cono, o altro ſolido con un

piano qualunque, ed indi miſurare i due pezzi, in cui

egli è diviſo, ed in queſto caſo conviene far uſo di

quelli elementi, che a tale ſezione corriſpondono, co

me ſi vedrà negl'eſempi 37. , e 38.

y ESEM
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E S E M P I O X X IX.

121. Sia il ſemicircolo CD K , ( Fig. 32. ) che ,

s'aggiri attorno al raggio immobile DB, onde produca

un'emisfero, e ſia D B = a, DA= x, ſarà AE = y =

v 2ax – xx . Soſtituito adunque queſto valore nella for

mola generale, ſarà eſſa cdx X 2ax – xx , ed inte

- - 2r -

grando, ſarà la ſolidità del ſegmento indefinito AEM =

3caxx – cxº, e fatta x = a, ſarà la ſolidità dell'emisfe

6r

ro = ca”, ed il doppio 2ca tutta la sfera.
3r 3r -

E perchè il cilindro, la di cui altezza eguale al

diametro della baſe ſia = 2a, è - ca” , ſarà il cilindro

r

- -

r 3r

3, 2, ed in conſeguenza nella ſteſſa ragione la metà

del cilindro all'emisfero. Ma il cono pure, la di cui

altezza eguale al raggio della baſe ſia = a, raggio della

sfera, è - ca', adunque ſarà l'emisfero al cono in

6r

ſcritto, come 2 , I .

circoſcritto alla sfera inſcritta , come ca” a 2ca” ::

i - In
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In oltre eſſendo, come è noto, e via il raggio

- 2,

della baſe del cono equilatero inſcritto nella sfera, il

di cui raggio ſia = a, ed eſſendo l'altezza di eſſo - 3a,

ſarà il cono - 9ca', e la sfera ſarà E 2ca', e però la
- 48r 3r

sfera al cono come 2 , 9 , cioè, come 32 al 9 . In .

3 48

ſimil modo ſi poſſono dimoſtrare quanti teoremi ſi vo

gliono d'Archimede in queſto propoſito.

E' chiara la maniera di avere un qualunque ſetto

re di sfera generato per eſempio dal ſettore BE DM

del circolo; imperciocchè al ſegmento di sfera genera

to dalla figura AED, che ſi ſa eſſere - 3caxx –cx',
-

s'aggiunga il cono generato dal triangolo E BA, e che

ſi troverà eſſere - c X 2ax – xx Xa–x, e la ſom

6r

ma, cioè caax ſarà il ſettore cercato . -

3r

E S E M P I O X X X.

2 , -

122. Sia (Fig. 33 ) la parabola di qualunque ordine,

la di cui equazione yº = aº- e, la quale ruotandoſi

attorno all'aſſe AM generi il conoide parabolico. Sarà

y 2 dun
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m – 1 1 2172 - 2 2,-

dunque y= a F x 7, ed yy = a 7 a m , e però la

formola generale, ſoſtituito queſto valore , ſarà

2m - 2 2, 2m - 2 m + 2

ca m x º dx, ed integrando, mea " º " la ſolidi

-

2r - 2r X m - 2

tà del conoide indefinito ; o Pure » perchè x" =

2 -- m

yy , e però a " = º ſoſtituendo queſto

2nm - 2 2 m - 2,

0 372 - C 107

valore nell'integrale ritrovato, ſarà eſſo mcxyy
-

2r X m - 2

Siam = 2, cioè la parabola apolloniana , ſarà il

conoide = cxyy, cioè il prodotto della baſe nella metà

4r -

dell'altezza, ed in conſeguenza il detto conoide ſarà
5 -

la metà del cilindro nella medeſima altezza, e nella

medeſima baſe . -

Se ſi voleſſe la ſolidità della ſcodella, o ſia il ſoli

do generato dalla figura ACP moſſa attorno all'aſſe ,

A B, dal cilindro deſcritto dal rettangolo ABCD, che

ſapiamo eſſere F cºv, ſi ſottragga il conoide parabolico

2,2"

mczyy , il reſiduo cºvº farà la ſcodella . E fat

2r X m + 2 - rx m -2 - -

- ta
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ta m = 2 riſpetto alla parabola apolloniana, ſarà la ſco

della ceyy metà del cilindro, appunto come deve eſſe

4r -

re, il conoide eſſendo pure la metà d'eſſo cilindro.

Si muova la figura attorno all'ordinata MO; e ſia .

A M = b, MO = f, AB = x, B Cz y , CK = b – x,

KO=f–y. Sarà il circolo del raggio CK= c x E,

adunque il prodotto di queſto circolo in dy, differenzia

le di KM, cioè c Xbbdy–2bxdy - xxdy ſarà l'elemen
2 r

to del ſolido generato dalla figura MACK, e però in

tegrando, poſto in luogo di x il valore dato per y,

ſarà c Xbby – 2by" - - yº + º - al ſolido

-- 2 ºr

m - I X a º - i 2m +- I X a º - 2

indefinito, o pure, ponendo e in luogo di y” ,

a m - 1

c Xbby – 2bxy + xxy . E poſta x = b, y =f riſ

- m - i 2m - i

petto a tutto il ſolido generato dalla figura ACO M,

ſarà c Xbbf– 2bbf - bbf , cioè 2mmblf X c.

27 m - i 2m - i EX E F

E ſe ſi vuole, che la parabola ſia apolloniana, cioè

che ſia m = 2, ſarà il ſolido F4ebbf.
15r
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E' facile il vedere, che nella parabola apolloniana

il cilindro ſulla medeſima baſe, ed altezza del detto ſo

lido ſarà al ſolido, come 15, 8 ; e che il ſolido gene

rato dalla figura O A P ſarà - 7cbbf.

3or

Si muova la figura attorno alla retta AP ; e ſia .,

come ſopra, A B = x, BC= y, ſarà ce: il circolo del

ar

raggio DC; adunque cedy l'elemento del ſolido ge

2r

nerato dalla figura A CD, e ponendo in luogo di se

il valore dato per y , ed integrando, ſarà

º y” , cioè e X sexy eguale al foli

2r 2m - i X a 2m - 2 2r 277 +- I

do indefinito , e fatta x = b, y = f, ſarà cbbf

- - 2r X 2m + 1

riſpetto a tutto il ſolido generato dalla figura A O P.

Ma il cilindro nella medeſima baſe, ed altezza è

= chf, ſarà adunque il ſolido generato dalla figura .

2 r

AMO = e X 2mblf.

2r 2 mag - I

Ma in altra maniera ancora ſi può avere il ſolido

generato dalla figura A O M ruotata attorno all'aſſe ,

A B. Sia AM = b, MO =f. Il circolo del raggio Dc

ſarà - csx , ed il circolo del raggio D K ſarà chb ,

2.r 2r

adun
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º

adunque ſarà c Xbb-xx l'anello deſcritto dalla linea

ar

C K, adunque c X bb xx X dy ſarà l'elemento del ſo

2r

lido generato dalla figura CK MA, e poſto in luogo

di x il valore dato per y, ſarà c Kbbi - vºdy , ed

2r a 2m - 2

integrando, e Xbby- y” º finalmente

2r

2m + 1 X aº-º

fatta , – f riſpetto a tutto il ſolido generato dalla figu

ra AMOA, ſarà egli c X blf- fam - ; ma

2r 2m +- I X aº - º

quando y =f, ſarà, per la parabola , º cioè be f" ,

a m - i

e bb – fan , adunque poſto nell'integrale queſtº º

a 2m - 2

lore dato per b, ſarà il ſolido F

c x blf blf = c X 2mbhf, come ſopra.

2r 2m + I 2r 21/4 +- I -

ESEM
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E S E M P I O X X X I.

123. Sia l'elliſſi A DC, ( Fig. 28. ) A B = a ,

B D = b , AE = x , E O = y , e però l'equazione ,

bb X 2ax – xx = yy . Soſtituito adunque nella formola
-

generale il valore di y dato dall'equazione, ſarà eſa.

cbb X 2axdx – xxdx , ed integrando , ſarà
-

zaar

cbb x axx – e eguale al ſolido indefinito generato

2aar 3

dalla figura AE o moſſa attorno all'aſſe Ac. Poſta .

» - a , ſarà chi a metà dello sferoide; e poſta x = 2a,

3r

ſarà 2cbba tutto lo sferoide.

3r

E perchè il cono nella medeſima altezza AC, e

nella baſe, il di cui raggio ſia il ſemiaſſe conjugato

B D, è z chba, ed il cilindro è - cbba, ſarà lo sferoi

3 r 3

de due terzi del cilindro, e doppio del cono .

ESEM
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E S E M PI O XXXII.

124. Sia l'iperbola AD, (Fig. 25. ) che s'aggiri

attorno a Bc, e ſia il ſemiaſſe traſverſo BA = a, il

centro B, ed il parametro z b, AC = x, CD = y,

e l'equazione aa - ex X b = yy. Soſtituito il valore

d

di y nella formola generale, ſarà chaz X ax + xx, ed

2ar

integrando, ſarà ch Xaxx + x eguale al conoide -
2ar 2, 3

iperbolico indefinito generato dalla figura ADC.

Sia BC = x , il reſto come ſopra. Sarà l'equazio

ne b X xx–aa = yy, e però la formola ſarà
a 4

cbdx X xx –aa, ed integrando, ch X x” – aax +f.

2ar 4 zar , 4

Aggiungo la coſtante, che in queſto caſo non è

zero . Per determinarla ſi avverta, che nel punto A,

quando x = ; a, il ſolido deve eſſere nullo, onde .

poſto nell'integrale : a in luogo di x, dovrà eſſere .

f - ch X a - a F o , adunque fa caab; e però l'in
2 ar 24 8 24r

Z te
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tegrale compito ſarà ch X x – aax - a' .

- 2 ar 3 4 I l

S aggiri l'iperbola attorno al ſemiaſſe conjugato

HB , e ſia B A ſemiaſſe traſverſo - a , il ſemiaſſe ,

conjugato = h, BC = x, CD = y. Il circolo del

raggio HD ſarà - csx, adunque credy ſarà l'ele

- 2r 2 r

mento del ſolido generato dal piano , o ſia figura .

BH DA, e poſto in luogo di ex il valore dato dall'

equazione della curva, avremo cdy X aayy + aahh, ed

2r bb

integrando, c X aay' + aay, e fatta va b, ſarà il ſoli
2r 3 bb

do = 2caah .

3r

E s E M PI o xxx III.

125. Sia l'iperbola KH F (Fig. 34.) fra gl'aſintoti,

A D = a, D E = b, A P = x, PH = y, e l'equazione

sey = ab. Si muova la curva attorno all'aſintoto A B.

Adunque il circolo del raggio QH ſarà - ce , e pe.
2r

rò cxxdy ſarà l'elemento del ſolido generato dalla figu
-

2 r

ra A Q HFMA infinitamente prodotta della parte di

M, e poſto in luogo di x il valore dato dall' equazio

ne ,
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ne, ſarà caabbdy, ed integrando, f. – caabb; ma per

2ryy 2ry

determinare la f, ſi oſſervi che quando ſia y = o, il ſo

lido deve eſſere z o, adunque fa caabb, quantità infi

2r)(o

nita, e però l'integrale compito ſarà – caabb - co ,

2ry

adunque il ſolido di valore infinito. -

Se in vece di ſoſtituire nella formola in luogo di

sex il valore dato per y dall'equazione, ſoſtituiremo il

valore di dy, ſarà eſſa – abcdx , ed integrand
-

2r -

–abcx - f; ma il ſolido non può eſſere zero ſe non .

2r

-

quando ſia x infinita, adunque la coſtante fcia aggiun

gerſi deve eſſere infinita, e però infinito il ſolido .

Per avere il ſolido generato dal piano, o figura -

B A PHK infinitamente prodotta verſo B, baſta riflet

tere, che eſſendo ce la periferia del circolo, il di cui

r

raggio è Q H = x, ſarà cey la ſuperficie del cilindro

generato dal piano A Q HP, ed in conſeguenza ſarà

cxydx la ſolidità del cilindro vuoto generato dal ret
r .

tangolo infiniteſimo I PH O ; adunque la ſomma di tut

ti queſti, cioèſi lx ſarà il ſolido, che ſi cerca- .

r

2 2 Po
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Poſto adunque in luogo di y il ſuo valore ab, ſarà l'in
- 3º

tegrale caba quantità finita, quantunque il ſolido ſia infi

nitamente alto .

Nell'eſpreſſione cab» del ſolido poſto in luogo di ab il

valore xy dato dall'equazione, ſarà cerey, ma exxy è il ci

r 2r

lindro generato dal rettangolo AP Hg; adunque il ſo

lido iperbolico ſarà doppio di eſſo cilindro, e però il

ſolido generato dalla figura B Q HK infinitamente pro

dotta ſarà eguale al cilindro, che gli ſerve di baſe , .

Preſa adunque x = a, ed in conſeguenza y = b, farà

il cilindro - caab = al ſolido ſopra di eſſo.
-

2r

E S E M P I O XXX IV.

126. Sia la logaritmica HCD , (Fig. 35. ) la .

ſottangente CA = a, AB = x, BD = y, e l'equazio

ne dx = ady . S'aggiri attorno all'aſintoto E B. Poſto

y

nella formola generale in luogo di dx il valore dato

dall'equazione, ſarà cavdy, ed integrando, cavy - f.
2 y” 4r

Ma quando ſia y = A C= a, il ſolido è zero; adunque

deve
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deve eſſere fa – ca", e l'integrale compito, cioè il

4r

ſolido generato dal piano indefinito AB DC, ſarà -

cayy - ca .

4r 4r

Sia l'aſſiſſà AE negativa, e però - – x, ſarà pu

re negativa la differenza cioè – dx, e perchè creſcen

do l'aſſiſſa cala l'ordinata, ſarà pure negativa la diffe

renza di EH, cioè – dy, e l'equazione della curva .

ſarà nello ſteſſo modo dx = adv. Ma per eſſere nega

- 3

tiva dx, ſarà negativa la formola generale, vale a dire

– cyydx. Soſtituito adunque il valore di dx, ſarà –

ar - -

caydy, ed integrando – cayy -f, ma quando il ſolido

2r 4r

è zero, ſarà , - a ; adunque fa ca”, e l'integrale com
4r

pito ſarà ca – cavy eguale al ſolido generato dal pia
4r 4r

no ACHE. Poſto y= o, cioè ſuppoſto il ſolido infi

nitamente prodotto dalla parte di M , l'integrale ſarà

= ca”, adunque eſſo ſolido infinitamente prodotto ſarà

4r -

eguale a ca', ma il ſolido generato dal piano AcHE

4r

abbiamo veduto eſſere ca” – cayy, adunque il ſolido

4r -

infi
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infinitamente prodotto generato dal piano LEHM fa

rà cayy .

4r -

Poichè il cilindro, il di cui raggio della baſe ſia -

AC= a, e l'altezza pure - a . è - ca”, ſarà il ſolido
2r

della logaritmica infinitamente prodotto dalla parte di

M nella baſe del raggio ACE a al detto cilindro, co
me I º I :: 1 , 2 r .

4 2

E s E M PI O xXxv.

127. Sia la curva AMI (Fig. 18.) la Ciffoide di

Diocle, la quale aggirandoſi attorno alla retta AB de

ſcriva un ſolido . Sia A P = x , PM = y, A B = a , e

l'equazione yy = º Sarà adunque la formola gene

a – X?

rale de ſolidi, ſoſtituito il valore di yy, ex dx , ed

2r X a– x

integrando, – ca - caxx - caax-caal a – x + f;
or 4r ar -I

ma fatta x = o, il ſolido deve eſſere zero, adunque ,

f= caa la, e l'integrale compito – ce” – caxx –
ar 6r 4r

caax – caa l'a-x + caal a eguale al ſolido generato
-

ar 2,r ar

dalla
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lº"

Vivi

ſo

dalla figura A PM, e fatta x = a , ſarà il ſolido intie

ro = - I i ca - caa lo - caa l a. Ma il logaritmo del

1 21° ºlr 2 r

zero è quantità infinita, e negativa, che moltiplicata -

in – caa fa quantità poſitiva, adunque il ſolido intiero

2,r

ſarà infinito. Si avverta, che i ſuddetti logaritmi ſi

prendono nella logaritmica della ſottangente = a .

Per mezzo della ſerie ſarà ce” dx = cx º dx - cx “dx +

2r X a– x 2ar 21 4 7

cx dx - cx dx ec., ed integrando, il ſolido generato

2ra º 2ra º

dal piano APM ſarà - ex “ - cx - cx º - cx º ec.,

- 8.ar Ioraa I 2ra” 14ra º

e fatta x = a riſpetto al ſolido intiero, ſarà

a X c - c - c - c ec. , ſerie di valore infinito.

:: 7 : : :

E s E M PI o X xxv I.

128. S'aggiri la trattoria ABF (Fig. 2o. ) attor

no l'aſintoto E H . Nella formola generale cyydx ſoſti

2 r

tuito il valore della dx dato dall'equazione da -

– dy aa –yy num. 1o3. , avremo – cydy l aa –yy,

9 2.r

ed
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3

ed integrando, c X aa – yy* = al ſolido generato dal

6r

la figura AED B, ommeſſa l'aggiunta della coſtante ,

ſuperflua. Fatta pertanto y = o, ſarà il ſolido infinita

mente prodotto - caº; ma la ſolidità della sfera, il di

Tar

cui raggio ſia AE = a (num. 121.) è - 2ca', dunque

3r.

il ſolido infinitamente prodotto ſarà la quarta parte di

eſſa sfera.

E S E M P I O X X X VI I.

129. Sia il cilindro QB MCPT, ( Fig. 36. ) da .

cui con un piano per BC diametro , e nella direzione

AP ſi tagli la porzione, o ſia l'unghia BMCPB, ſi

cerca la ſolidità di queſta.

Sia Bc= QM = 2a, MP = QT = b, AD = x,

e ſarà D H condotta ordinata nel circolo = vaa– ex.

Si tiri dal punto H parallelamente ad MP, o ſia Qr

la retta Ho, che ſarà nella ſuperficie del cilindro, in

di dal punto D al punto O ſi conduca la retta DO,

che ſarà nel piano B O PC, avremo formato nella ſoli

dità dell'unghia il triangolo D Ho ſimile al triango

lo
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lo A MP, e però ſarà HO = b vaa – e. Ma la ſom

ma di tutti queſti triangoli D HO è appunto la ricer

cata ſolidità della metà dell'unghia, adunque ſarà eſſa .

= ſ'hdx X aa –xx, ed integrando, abs – bx', e .

2 a 2. 6a

fatta x = a , ſarà finalmente la ſuddetta metà dell' un

ghia = 1 aab, e tutta E 2 aab .
-

3 3

In altra maniera, e più generalmente ſia (Fig. 37. )

il mezzo cilindro D ACH EG, il quale per lo diametro

CD ſia tagliato da un piano nella direzione D E, on

de naſca l'unghia D BCEAD, di cui ſi vuole la ſoli

dità. Sia BA = a, AE = b, B Q = x , Q M = y, ſarà

o K = bs , e però il rettangolo PO NM = 2bxy , e

d - 4 -

queſto moltiplicato in da ſarà l'elemento della ſolidità

dell'unghia, cioè 2byxdx .
---

Sia la curva D AC un ſemicircolo, adunque ,

ſy = vaa– xx, e la formola ſarà 2bxdx aa Fxx, ed

4

3

integrando – 2b X aa –xx º + m, ma la coſtante m,

; a -

poſta x = o, ſi trova eſſere E 2 baa, adunque l'inte

3

a a grale



798 INSTITUZIONI

grale compito del ſolido ſarà 2baa – 2b X aa – xx º ,

- 3 34

e fatta x = a riſpetto a tutta l'unghia, ſarà eſſa 2b a

3

Sia la curva DAC una delle infinite parabole, e

l'equazione yº = a – x ; ſarà la formola, ſoſtituito il

l

valore di y, 2bxdx X a – x º, la quale integrata -

de

conforme al num. 29., ed aggiunta la debita coſtante,

e fatta x = a , darà per la ſolidità di tutta l'unghia

777 -- I

2b mma º , e poſta m = 2, cioè che la parabola

2m - I Xm +- I

.3.

ſia l'apolloniana, 8ba º . E ſuppoſto , che quando

I 5

x = o, ſia Bc = y=c, ſarà a º - c, e però l'unghia

= 8abc. Nello ſteſſo modo troveraſſi l'unghia del ci

i 5 -

lindro ellittico eſſere = zabe, ſuppoſto il ſemiaſſe traſ

3

verſo - a il ſemiaſſe conjugato = c ec.

ESEM
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E S E M P I O X X X VI I I.

13o. Tagliato il conoide parabolico BAC (Fig. 38.)

col piano qualunque IE H perpendicolare alla baſe circola

re BICH, ſi dimanda la miſura del pezzo compreſo dal

la ſezione IE H, e dal piano a lei parallelo per l'aſſe

AD .

Sia = a il parametro della parabola generatrice ,

BAC, l'aſfiſſa data A D = b, ſarà l'ordinata DB=v ab.

Sieno le coordinate DF= x, FE = y, e però l'equa

zione alla predetta curva B A C ab–xx = ay. Per la

natura del circolo BICH ſarà il rettangolo CFB =

ab – xx, eguale al quadrato FH = zz; ma ah –xx =

ay, dunque ay = zz, e conſeguentemente la ſezione ,

IE H ſarà una parabola con lo ſteſſo parametro della .

principale. Reſta pertanto fiſſato il rettangolo E FH =

yz = yvay ; e perchè queſto ſta all'area IE H, come

3 a 4, ſarà eſſa area E 4 y vay, ed il prodotto di

3

eſſa area IE H nell'altezza infiniteſima dx, fluſſione di

D F= x , ſarà l'elemento del ſolido in queſtione, cioè

4 ydº vay ; ma y = ab - ex, dunque eſſo elemento

3 º

3 a 2 - ſarà
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ſarà a dx Xa Ev ab-xx, o ſia 4 bis vab-xx
3 a 3

4 xxdx V. ab– xx ,

34 ,

L'integrale del primo termine dipende dalla qua

dratura del cerchio BHC; il ſecondo ſi ridurrà alle

quadrature note per via della prima formola del num. 6 I.

131. Ommetto gli eſempi de ſolidi generati da

curve con le coordinate tra loro in angolo obbliguo,

perchè eſſendo la formola per queſti caſi diverſa dalla

ſolita, ed ordinaria per le ſole coſtanti, non ſi potran

no incontrare diſficoltà di natura diverſa dalle già ſpie

gate. Così pure ommetto gl' eſempi de ſolidi generati

da curve riferite al fuoco, perchè non volendomi ſer

vire della teoria de centri di gravità, come ö detto

di ſopra , biſognerà ridurre le date curve ad altre

riferite agl'aſſi, intorno alle quali già abbaſtanza ſi è

parlato . -

Delle Quadrature, o ſia Compianazioni delle ſuperficie

de' Corpi.

E S E M P I O X X X I X.

132. Sia il cono retto ACC K, (Fig. 31. ) A B=a,

Bc = b, una qualunque porzione dell'aſſe A B, co

Ine



-
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me AD, ſia = x , ſarà D E = y = bx , e dy = bds ,
dº de

dy = bbdx. Soſtituito adunque queſto valore di dy'
dal

nella formola generale cy v dx - dy”, ſarà

r

9 V aadx - bbdx = cylx v aa - bb, e ſoſtituito il va

r ga ar

lore di y, cioè bar, ſarà chxdx º aa - bb, ed integran

de gar

do, cbxx v aa + bb riſpetto alla ſuperficie del cono

2dar

AEM PI; e fatta x = a, ſarà ch v aa - bb riſpetto alla

ſuperficie di tutto il cono, e però eguale al rettangolo

della metà della circonferenza della baſe nel lato A C.

La ſteſſa determinazione avrebbeſi avuta, ſe in .

luogo di ſoſtituire nella formola generale il valore di

dy”, ſi foſſe ſoſtituito il valore di dx .

Sarà per tanto la ſuperficie del fruſto conico

IM K CG = cb V aa - bb– cbxx v aa - bb, cioè

zr 2aar

cb v aa - bb Xaa – xx; e però ſarà alla ſuperficie di tutto

–, I

il cono, come aa– xx ad aa .

133. Ma ſe il cono ſarà ſcaleno, biſognerà pro

cedere

–-–-
-
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cedere in altra maniera . Onde ſia il cono ſcaleno

PA FBM, (Fig. 39.) la baſe ſia il circolo A FBM, e

nel diametro prodotto, ſe fa biſogno, s'abbaſſi la PD

normale al piano del circolo, o ſia baſe. Si prendano

nella periferia del circolo due punti F, finfinitamente

proſſimi , e ſi tirino i due lati FP, fP del cono. Egli

è chiaro, che il triangolo infiniteſimo P Ff ſarà la diffe

renza, o ſia l'elemento della ſuperficie del cono. Adun

que al punto F ſi conduca la tangente TF Q, a cui

ſia normale D Q, e ſi congiungano i punti P, Q con

la retta P Q . -

Poichè il piano del triangolo PD Q paſſa per la .

retta PD normale al piano della baſe del cono, il pia

no P Q D ſarà anch'egli normale allo ſteſſo piano della

baſe, ma la tangente TQ, che è nel piano pure del

la baſe, fa angolo retto con Q D comune ſezione de

due piani, dunque ſarà normale al piano P9D, ed

in conſeguenza alla retta QP, e però ſarà il triangolo

P Ff= P Q X Ff.

Si chiami il raggio CA = r, CD = b, CE = x,

ſarà FE = V rr– xx, e perchè l'angolo CFT è retto ,

eſſendo tangente del circolo la TF, ſono ſimili i trian

goli CFE, TCF; onde ſarà CT= rr, ma CT è alla

X'

CF,
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CF, o ſia CF, CE :: TD, D Q, adunque D Q =

rri- bx. Sia la data PD = p, ſarà dunque la P Q =

r

– 2

pp + rr +-bx

rr

; ma l'elemento del cerchio Ff ſi ſa .

eſſere – rdx ; adunque FfX P Q, elemento della

V rr-a - 2

- –º

ſuperficie, ſarà - – rdx Vpp + rr - bz , formola che

rr

2. V rr - se

fin'ora non ſi ſa ridurre alle note quadrature di circo

lo, o dell'iperbola, perchè non ſi può liberare da ſe

gni radicali, come ſi è veduto al num. 38., e come ci è

pure occorſo nel volere rettificare l'elliſſi .

Ricorrendo alla ſerie : ſi riduca in ſerie infinita ,

il numeratore, e lo ſteſſo ſi faccia del denominatore,

indi ſi proceda nello ſteſſo modo, come ſi è fatto nella

ſeconda maniera intorno all' elliſſi nell' Eſempio 2o.

Ill II]. I I 2.

E S E M P I O X L.

134. Sia l'emisfero, il di cui ſemicircolo genera

tore CD K, ( Fig. 32. ) che s'aggiri attorno al raggio

D B, e ſia DB = a, una qualunque DA = x, ſa

- - rà
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rà AE = y = v 2ax-az , e però dv” - ats X dx º,

2ax –xx

e fatte le foſtituzioni nella formola generale, ſarà eſſa

= cadx, ed integrando cax = alla ſuperficie del ſeg
r r

mento di sfera generato dall'arco E D M; e fatta sera,

farà caſa la ſuperficie dell'emisfero, e però 2cia la ſu
-

r pe

perficie di tutta la sfera. Sarà adunque la ſuperficie ,

d'un qualunque ſegmento eguale al prodotto della peri.

feria del circolo generatore della sfera nell'altezza di

eſſo ſegmento; dell'emisfero, eguale al rettangolo della

ſteſſa periferia nel raggio; e della sfera, eguale al ret

tangolo della periferia nel diametro, e però eſſe ſuper

ficie tra loro nella ragione, che anno l'altezza, il rag

gio, ed il diametro - -

E perchè l'area del circolo generatore della sfera .

è caa, ſarà la ſuperficie della sfera ad eſſa area:: 4, 1 ,

cioè quadrupla del maſſimo circolo .

Ma poichè è pure la ſuperficie del cilindro ( non .

compreſe le baſi) circoſcritto all'emisfero , eguale al

prodotto della periferia della baſe nell'altezza, ſarà dun

que = caºs ed in conſeguenza eſſa ſuperficie eguale

r

alla fuperficie dell'emisfero. Ma il cono inſcritto nell'

- emis
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emisfero a pure la ſuperficie - ca v 2aa, dunque ſarà

la ſuperficie del cilindro, o dell'emisfero alla ſuperficie

del cono inſcritto, come 2a, v 2aa, cioè a dire, co

me il diametro al lato del cono ec.

E S E M P I O XLI.

135. Si muova la parabola ACO dell'equazione

ax = yy attorno all'aſſe AM (Fig. 33. ). Sarà dunque

adx = 2ydy, e dx = 4yydy*; e però, la formola, fatta

d2

la ſoſtituzione, cydy v 4yy - aa , ed integrando ,
ar

C Xay aa 7 = alla ſuperficie del conoide parabo

I 27 a - - -

lico indefinito, eguale alla quarta proporzionale di 6a,

v 4y - aa, e dell' area del circolo del raggio =

V 4yy + aa .

136. Sia più generalmente x = y l'equazione del
i

la parabola ACO (Fg. 33.) con l'aſfiſſà A B=x, e .

coll'applicata BC= y, la qual'equazione per lo trilineo

b b A CD

-
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-

AcD ſarà x = y, ſe ſi prenda A D = x ſiccome aſ

ſiſſa, e DC = y ſiccome ordinata. Al num. 1 19. Eſem

pio 27. ſi è veduto, eſſere l'elemento della curva, il

quale chiamo du - dx , e la formola diffe

27 at - 2 +- I 2,

renziale per le ſuperficie è cydu, dunque ſarà cydu =
-

--

fr r

v - -

cydx ; ma è , per l'equazione locale , ,

- --- ---
-

r X x º - 2 + 1 º i

v = y, dunque ſarà cydu = cx º dx

t - r - -

º
rtX x 2t – 2 +- I

Per procedere alle integrazioni, o quadrature mi

fervirò del metodo ſpiegato al num. 61. , e poſto in .

uſo nel ſuddetto Eſempio 27., ma prima ſi oſſervi, che

eſſendo c la periferia del circolo, il di cui raggio r,

-l'integraleſº ci dà la ſuperficie del conoide; ma

r - - - - -

ſe c ſarà una qualunque data retta , ſi averà la miſura

della ſuperficie dell'ugna, quando cioè eretta ſulla ba

ſe CA È una cilindroide, queſta viene tagliata da un .

piano, che paſſa per l'aſſe AB, e forma con la baſe

ſottopoſta cA B un'angolo, il di cui ſeno retto a quel

lo del complemento ſia, come la c alla r. Le ſuperfi

CIC



ANALITICHE LIB. III. 8o7

CT: i

ſi

l: i

1 -
-

" -

giº

cie ungulari adunque ſtanno a quelle del ſolido roton

do, come una data retta alla circonferenza c .

Operando adunque, come nel citato num. 6 r. è

ſtato ſpiegato, affinchè la noſtra formola ſia algebraica

mente integrabile, o riducibile alle note quadrature,

troveremo dover eſſere tre 3 + 2h, o pure tz h + 1 ,

I + 2h b +- 2

intendendo per h un qualunque numero intiero poſiti

vo, o negativo.

La prima condizione, cioè t- 3 - 2h, poſto b

numero intiero prima poſitivo, e poi negativo, ci dà

le due progreſſioni

I * = 3 , 5 7 , 9 , i ec.

I 3 5 7 9

II. º F 1 , 1 , 3 , 5 , 7 , 9 cc.

3 7 9 1 1

b + 1, poſto h nume

h + 2

ro intiero prima poſitivo, poi negativo, ci dà le due

altre progreſſioni

III. t =

IV. t =

5 -

bb 2 Sog
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Soggiungo alcune brevi oſſervazioni.

I. Siccome le due progreſſioni prima, e terza .

abbracciano gli eſponenti di tutte quelle parabole, che

aggirandoſi intorno all'aſſe generano conoidi, la ſuper

ficie de quali è analiticamente quadrabile, ſuppoſta -

ſoltanto la rettificazione della periferia circolare, e con

ſeguentemente tutte le unghie ſopra deſcritte di data .

altezza ammettono una quadratura algebraica ; così ne'

caſi della ſerie ſeconda, e quarta ci vuole qualche co

ſa di più, e c'entra il tetragoniſmo dell'iperbola.

II. E' notabile, che paragonando inſieme la ſerie

prima con la ſeconda, e la terza con la quarta, gli

eſponenti ſono inverſi, ed appartengono alla medeſima

curva. Ciò ſignifica, che potendoſi girare l'area para

bolica o intorno l'aſſe A B, o intorno l'aſſe A D, e

producendoſi nell'uno , e nell'altro caſo ſuperficie af,

fatto diverſe, ſe nel primo ſi genera una ſuperficie aſ

ſolutamente quadrabile, almeno conſiderata nell'unghie;

nel ſecondo tutto all'oppoſto, eſſendo reciprochi i valo

ri, naſcono le ſuperficie ſuddette ipoteticamente qua

drabili. Per eſempio il conoide formato dalla prima

parabola cubica arruotata intorno AD ci ſomminiſtra .

quadrabile algebraicamente la ſuperficie dell'ugne, ed

anche quella del ſolido rotondo, mentre ſi abbia una

linea retta eguale alla circonferenza. Ma ſe si aggiri in

torno all'aſſe A B, ſi richieggono le quadrature. Nella

º - para
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:

parabola ſeconda cubica ſuccede lo ſteſſo; e tutto all'

oppoſto nella apolloniana.

III. Confrontando queſte ſerie con quelle del

num. 1 19. ſi ſcorge, che fra queſte neſſuna parabola -

della prima, o ſeconda ſerie è rettificabile nè analitica

mente, nè per via delle note quadrature; quelle all'op

poſto della ſeconda, e quarta ſono tutte rettificabili,

ed abbracciano tutte le contenute nelle progreſſioni

compreſe nel citato num. 119.

IV. Fra le iperbole la ſola comune tra gli aſinto

ti ammette la ſuperficie riducibile alla quadratura della

ſteſſa iperbola, perchè altro eſponente negativo non ci

ſi affaccia nelle citate progreſſioni, ſalvo che – 1 .

V. Gli eſponenti, che non ſi trovano nelle det

te ſerie, come tz 4, 5, 6 ec. 2, 5 ec. vogliono qua

5 7

drature più alte per miſurare le ſuperficie conoidali in

di naſcenti .

E S E M P I O X L II.

137. Sia l'elliſſi A DC, ( Fig. 28. ) che ſi muo

va attorno all'aſſe AC , e ſia A B = a , B D = b,

AE = x , EO = y, e l'equazione aayy = 2ax – xx .

lb

Sarà

º

i

º
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Sarà dunque, differenziando, dx = aaydy , e pe:

bb X a– x

rò dx = a “yydy” , e ponendo in luogo di – 2ax - xx

–2

bº X a–x -

il valore – aayy dato dall'equazione , ſarà da -

bb -

aayydy . Adunque ſoſtituito queſto valore nella .

bbxbb-y

formola generale, la troveremo eſſere

cydy v bº+ aayy–bbyy, e fatta per brevità aa–bbzff,

rb v bb –yy -

ſuppoſta a maggiore di b, cioè che l'aſſe , attorno cui

s'aggira l'elliſſi , ſia il maggiore, ( ſe foſſe a minore

di b ſi farebbe aa –bbz–f) ſarà cydy tº b - fry for

rb V bb –yy

mola, che per le coſe dette a ſuo luogo ſi potrà libe

rare dai radicali, ed il di cui integrale per mezzo del

canone del num. 56. troveremo dipendere dalla qua

dratura del circolo. Ma ſe ſarà a minore di b, cioè

l'aſſe, attorno cui s'aggira l'elliſſi, il minore, la ſu

perficie dello sferoide dipenderà d'ambe le quadrature,

cioè dalla circolare, e dall'iperbolica. La ſuperficie poi

dell'ugna nel primo caſo è eguale ad una porzione di

ſpazio ellittico, che ſi determina facilmente per via .

delle
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;
º

delle normali alla curva ; ma nel ſecondo caſo appun

to queſte normali ci danno uno ſpazio iperbolico egua

le alla ſteſſa ſuperficie dell'ugna. Per vedere ciò chia

ramente: ſia la curva A CF, (Fig. 4o. ) ſu cui s'intenda

eretta una cilindroide, che venga tagliata da un piano, il

quale paſſi per l'aſſe A B, e formi col ſottopoſto piano

CAB un'angolo ſemiretto, egli è manifeſto, che chia

mato da l'elemento della curva, ſaràſgdu la ſuperfi

cie dell'ugna inferiore, eſcydu la ſuperficie del co

r

noide naſcente dal girarſi la figura CA B intorno l'aſſe

AB, e però ſarà la ſuperficie dell'ugna a quella del

conoide, come il raggio alla circonferenza del circolo.

Ora ſieno le due ordinate B C, D F infinitamente

proſſime, e condotta al punto F la normale FG, ſi

metta eſſa in D H, e faccia figura di applicata della .

nuova curva MIH delineata col metodo preſcritto: di

co, che l'area MABI è eguale alla ſuperficie dell'

ugna, che a per baſe l'arco AC.

I due triangoli FCE, GFD ſono ſimili, dunque

ſarà FC, CE :: GF, FD , e però FD X FC =

G FX CE = D H X DB. Ma FD X FC (ydu ) è l'e

lemento della ſuperficie dell'ugna ; ed H D X D B è

l'elemento dell'area I MA B , dunque eſſendo eguali

queſti elementi, lo ſaranno ancora i loro integrali,

C1OC
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cioè le predette aree. Ciò premeſſo, ſia la Figura ACB

un quarto d'elliſſi dell'equazione anyy = 2ax– xx, ſarà

bb

la normale FG= b . 2a x-aaxx -bbxx -2abbx - aabb,

dal

dunque chiamata z l'ordinata B I, ſarà z =

b v xx –2ax Xbb– aa - aabb, equazione alla curva .

da

MIH, che appunto è un'altra elliſſi quando ſia a mag

giore di b , cioè ſe A B ſia l'aſſe maggiore dell'elliſſi

A CB ; ed all'incontro un'iperbola quando ſia a minore

di b , cioè A B l'aſſe minore.

Finalmente nel caſo di mezzo, cioè quando l'elliſ

ſi degenera in circolo, già ſi ſa, che la detta ſuperfi

cie dell'ugna è quadrabile, eguagliandoſi ad un ret

tangolo.

E S E M P I O X L I I I.

138. Sia l'iperbola B D, (Fig. 29. ) che saggi

attorno all'aſſe traſverſo BA. Sia A il centro, BA=a,

A E ſemiaſſe coniugato = b, AC= x, CD = y; ſarà

l'equazione xx-aa = aayy, e però V = b º xx –aa,

bb ag

dy = bxdx , adunque la formola generale, fatte,

a V xx- aa

le



ANALITICHE LIB, III. 8 i 3

le ſoſtituzioni, ſarà - -

cb V xx – aa V aaxxdx º + bbxxdx º – a dx , cioè

aa X xx – aa

cbdx V. aaxx + bbxx – a “, o ſia, fatta aa + bb = ff,

aar

cbfdx v ex –a “ , il di cui integrale, quando ſi ſia libe

dar f

rata dal ſegno radicale, troveremo dipendere medeſi

mamente dalla quadratura dell'iperbola.

E S E M P I O X L I V.

139. Sia l'iperbola M D, (Fig. 41. ) equilatera .

fra gl'aſintoti, e ſi muova attorno all'aſintoto AC, di

cui l'equazione ſia ay + xy = aa, eſſendo AB = a,

Bc = x, CD = y . Sarà dunque e - aa –a, e dx =

- 3'

a “dy*; e però la formola generale ſarà, fatta la ſoſti

ſy” -

tuzione, cdy Vyº + a “ . Si faccia Vyº + aº - z, e però

ry

y* = zz – aº , dy = zdz . Fatte queſte ſoſtituzioni,

2y

avremo trasformata la formola in queſt'altra czzdz

3

2r X zz– a “

C C libera
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libera da ſegni radicali, il di cui integrale dipende in

parte da logaritmi, come è fucile a vedere. A dunque

la ricercata ſuperficie della noſtra iperbolº deſcritta -

dipenderà dalla quadratura pure dell' iperbola. -

E s E M PI o XL v.

14o. Sia il ſolido generato dalla trattoria (Fig. 2o. )

A B F, come nel Eſempio 36. num. 128., di cui ſi voglia la

ſuperficie. Nella formola generale cy du ( intendendo

per du l'elemento della curva) ſoſtituito in luogo di

du il valore – adv dato dall'equazione della curva-,

ſy

avremo – acdy, ed integrando - a cy - n . Ma quan
r r -

do la ſuperficie ſia nulla, ſi a V F a ; dunque la coſtan

te n = aac, e però l'integrale compito aac - acy egua
r r r

le alla ſuperficie del ſolido generato dalla figura .

A E D B; e fatta 3 = o , ſarà aac eguale alla ſuperficie

r

del ſolido infinitamente prodotto. Ma l'area del circo

lo, il di cui raggio = V 2aa, ſi trova F caa, dunque
r

la ſuperficie del ſolido infinitamente prodotto è eguale

all'
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all'area del circolo, il di cui raggio ſia la diagonale -

del quadrato di AE,

E S E M P I O X L VI.

141. Sia l'unghia CNE O DA C, ( Fig. 37. ) di

cui ſi cerchi la ſuperficie. Denominando, come al num.

129, ſarà Q K = bx = MN, ma Mi elemento della cur

a

va = dx + dy” , adunque ſarà be V dx - dy egua

- dº

le al quadrilineo infiniteſimo Mim N, elemento della .

ſuperficie della metà dell'unghia.

Sia la curva DAC un ſemicircolo, ſarà in queſto

caſo la dx º + dy* = adx. , e però la formola -

l a2– 3 x'

bxdx , ed integrando ( per lo num. 31. ) ſarà

l aa – xx

–b . aa–xx +f, ma fatta x = o, farà f= ab, adun

que l'integrale compito ſi trova eſſere ab –b v aa– xx,

e poſta x = a, riſpetto a tutta la ſuperficie della metà

dell'unghia, ſarà eſſa ſuperficie - ab .

CC 2 Sia
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Sia la curva DAC la parabola dell'equazione yy =

a – x , ſarà v dx - dy: =; dx Va=4x+ 1, e però

al – 37

la formola bºrda: V 4, 4x - i , il di cui integrale ,

2a al – X'

dipende dalla quadratura dell'iperbola, adunque dalla

ſteſſa quadratura dipenderà la ſuperficie dell'unghia,

E S E M P I O X L V II.

142. Sia il conoide parabolico generato dalla rota

zione della parabola A D H con le coordinate in ango

lo obbliquo ( Fig. 7. ) attorno all'aſſe AC, la di cui equa

zione è az z yy. Si ſoſtituiſca nella formola delle ſu

perficie, che a queſto caſo compete, cioè nella formo

la cay V dx - ayº + 2 ed edy il valore di dx dato per dy

rma ºrg

dall'equazione differenziata della curva, e ſi trasforme

rà in queſt'altra 2cnydy v yy - aey - aa, il di cui inte

arma flº 4

grale ſi trova eſſere in parte algebraico, ed in parte ,

logaritmico.

143. Coerentemente al metodo eſpoſto delle qua

drature, rettificazioni ec. ſarebbe queſto luogo oppor

tl (10



ANALITICHE LIB. III, 8 17

tuno per dare altresì le formole de centri di gravità,

di oſcillazione, e di percuſſione, ma ſtimo meglio di

ommetterle, includendo eſſe neceſſariamente alcuni prin

cipi di Statica, dei quali non ſuppongo informati i miei

Leggitori. -

CAPO

i
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C A P O I V.

Del Calcolo delle Quantità Logaritmiche ,

ed Eſponenziali.

I 44. QUantità eſponenziali ( giacchè altrove ab

baſtanza è ſtato detto, coſa ſieno le logaritmiche ) ſi

chiamano quelle, che ſono elevate a qualunque poteſtà

indeterminata ; tali ſarebbero a º, yº ec., gli eſponenti

delle quali x, z ſono quantità indeterminate, e però

il calcolo, che verſa ſopra queſte tali quantità , chia

maſi calcolo eſponenziale.

145. Ma di più gradi ſono le quantità eſponen

ziali; ſi dicono del primo grado quelle, i di cui eſpo

nenti ſono indeterminate ordinarie, come ſono appun

to le quantità a º, yº. Del ſecondo grado ſono quelle,

gli eſponenti delle quali ſono eſſi pure quantità eſpo
- t -

nenziali, come ſarebbe a º , y zº , intendendo la x ele

vata alla poteſtà t, e la z alla poteſtà p . Del terzo

grado ſono quelle, che anno per eſponente una quan

tità eſponenziale del ſecondo grado, e così di mano in

mano coll' iſteſſo ordine.

146. Ma qui fa d'uopo richiamare a memoria .

ciò,
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-

ciò, che è ſtato detto al num. 11., cioè,ºfº
- - y

nella logaritmica della ſottangente = a ; adunque il

differenziale di ly ſarà dy moltiplicato nella ſottangente

y

della logaritmica, in cui ſi prende il logaritmo; così il

differenziale di l v aa –xx nella logaritmica della ſot

tangente - 1 ſarà – edx , e generalmente il diffe

da – X73' -

renziale d'una qualunque quantità logaritmica ſarà una

formola compoſta del differenziale della quantità molti

plicata nella ſottangente, e diviſa per la quantità

ſteſſa .

147. Ciò poſto: abbiaſi da differenziare la quantità

logaritmica lº x ( la m è eſponente del logaritmo ). Si

ponga lº x = y”, adunque ſarà l e = y, e dx = dy;

ma il differenziale di lº x ſarà myº - 'dy, ed è pº - . -

lm - e ; adunque ſoſtituito il valore in luogo di y , e

dy dato per x , ſarà il differenziale di lº x =

m in- e X adx, ſuppoſta - a la ſottangente della loga
37

ritmica; o pure m lºT e X dx, ſuppoſta eſſa ſottan
ac

gente = 1

148. Che ſe foſſe da differenziarſi ln x m ; fat

ta
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ta x º = z , ſarà lº z , ed il differenziale ſarà

mlº- z X dz; ma dz = nx - dx, adunque ſoſtituen

do, il differenziale della propoſta formola lm xº ſarà

mm lº- 1 x º X dx .

F

149. Abbiaſi da differenziare la formola ll e. Si

ponga la zy, e però ll x = ly; adunque ſarà da Edy

nella logaritmica della ſottangente = 1 ( il che s'inten

da ogni qual volta eſſe ſottangenti non ſiano eſpreſſe);

ma poichè l l x = ly, il differenziale di ll x ſarà dr,

3'

adunque poſti in luogo di y, e di dy i valori dati per

v, ſarà dx il differenziale della propoſta formola.

a l x

Ma più generalmente ſia lº l e da differenziarſi.

Pongo l e Ey, e però lº la F l"y, e dx = dy ; ma .
2.

il differenziale di lºy è m lº- y X di ; adunque ſoſtituiti

- 5'

i valori in luogo di y , e di dy dati per x , ſarà

mln - I l v X dx il differenziale cercato.

A' l x

Più generalmente ancora . Sia da differenziarſi

la ln x . Pongo lº x = y”, e però la z y, e dx =dy;

2

adun
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adunque farà lº lº x = lº y” . Ma il differenziale di

i"y" è mnl - y” x dy, adunque fatte le ſoſtituzioni,

- 9 -

ſarà mnlº- il m x, x ds il differenziale cercato.

br l e

15o. Quanto al modo di differenziare le quantità

eſponenziali. Sia la quantità zº da differenziarſi. Pon

go zº = t , ſarà in conſeguenza lr º = lt, ma per lo

num. 14. l zº = x l z; adunque ſarà elz = lt , e però

differenziando dal z - x dz = dt , ma t = z*, onde .
2. t

dx l.z + xdz = dt, e finalmente derzº dx l.z - xzº- . dz,

Tz 2.

differenziale cercato .

151. Sia da differenziarſi la quantità eſponenziale

del ſecondo grado zº. Pongo zºº = t, adunque ſarà

a p l z = l t , e differenziando , il differenziale di

a ? X lz - x ? dz = dt, ma per lo num. antecedente, il dif

2. t

ferenziale di xp ſapiamo eſſere x Pdpl e - pv?- i dx,

adunque ſarà a Pdp la t-px? - dx X l Z + º Pdz F dt ,

- 2 t

ma i zº” , adunque ſarà dt = zººx pdpl x 12 +

zº px?- dxlz - zººz- x Pdz, differenziale cercato.

Nello ſteſſo modo ſi proceda intorno alle quantità

eſponenziali di qualunque altro grado.

d d 152.

-
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-

gente z I .

152. Iſteſſamente ſi averanno i differenziali delle

quantità, che ſono il prodotto di quantità eſponenzia

li, per eſempio di xºyº, imperocchè il differenziale di

queſta ſarà il prodotto di x º nel differenziale di yº,

con di più il differenziale di xp in yº ; ma i differen

ziali di xº, ed yº ſi ſanno trovare , adunque ec.

153. Dall'ordine, con cui procedono i differenziali

logaritmici, ſi poſſono cavare alcune regole per la in

tegrazione delle formole differenziali logaritmiche; ed

in primo luogo que canoni, che ſervono per la inte

grazione delle quantità differenziali ordinarie, ſerviran

no ancora per le quantità differenziali logaritmiche a .

loro ſimili, purchè queſte fieno in oltre diviſe per la .

variabile, e l'integrale di queſte ſarà lo ſteſſo dell'in

tegrale di quelle, ponendo ſolo in queſte in luogo del

la incognita, o ſua poteſtà, il logaritmo, o poteſtà del

logaritmo dell'incognita ſteſſa, ed il tutto dividendo

per la ſottangente della logaritmica .

Così poichè l'integrale di ms º- dx è x m, ſarà

pure l e l'integrale di ml" - x X dx . -
dº Sº

Iſteſſamente poichè ſa - as = l x , ſarà pure

fi- e O ºſ dx = ll x, ſuppoſta la ſottan

a ln -
-X'

E
-

-

-
; -

-

-.
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3

E poichèſry Vaa - yy = aa - yy” , ſarà pure -

- 3

- ſly º aa - l'y X d) = aa - l . -

y 3

- Sia da integrarſi m lº- la X dx . Pongo la zy,

a la

º

adunque da - dy, e fatta la ſoſtituzione, ſarà ml”- , Xº;

37 3'

ma l'integrale di my”- dy ſi fa eſſere º, adunque .

l'integrale di mlº-y X d». ſarà lºy ; ma p = l x, e a

9 -

però ly = ll x , e lºy = lº l e ; adunque

mlm - il X X dx = lº l X .

al s

Sia mm l n.- 1 x º X dx . Pongo

3- -

zº = y , e però

dx = dy . ; fatte le ſoſtituzioni , farà

mx m - 1

mm lº yX dy , cioè nm l"- y X dy, o ſia

- - - mixº-1 X x - - 473 - ſy

mln- y X dy, il di cui integrale è lºy, adunque re

- 9

ſtituito il valore di y, ſaràf-r-- X dx = lºx” :

X7

Sia nm lº- lº x X dx . Pongo l e - y , dun

a la -

dd 2 que

-

-
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que dx = dy, e lº x = y"; fatta la ſoſtituzione, ſarà

3:

nm lº - yº X dg , ma l'integrale di queſta è lºy”,

5'

adunque reſtituito il valore, ſarà -

f-r- il m x X dx = lº l” x .

al n .

-

- 154. A ciò aggiungo una regola generale per la

integrazione della formola y” lºydy, e dico, che ſarà

sºſo º =yr - i lry–nyº- a lº- 'yt
–º

tm +- I

79-- I

º x m– 1 Xyºt 1 aa ln - * y –

–- 3

m + 1

nx m– 1 Xm– 2 X y” º “a lº y cc , º così conti

–4

7/7 +- I

novando in infinito con la ſteſſa legge, che da ſe º

- manifeſta.

- Quindi ſe l'eſponente n ſarà un numero intiero,

e poſitivo, è facile il vedere, che la ſerie s'interrom

perà, ed in conſeguenza ſarà dato in termini finiti l'in

tegrale della propoſta formola. -

Sia per cagione d'eſempio n = 2 ; ſarà dunque

n – 2 = o, e però ſarà zero il coefficiente del quarto

termine, e de ſuſſeguenti, per eſſere ciaſcuno molti

plicato
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plicato per n –2 . Così ſe ſarà n = 3 , s'interromperà

la ſerie nel quinto termine; e così degl'altri ec.

Sia n = 2, m = 1 , onde la formola d'integrarſi

ſia y lºydy ; ſarà adunque zero il quarto termine, ed

ognuno de ſuſſeguenti, e però l'integrale ſarà

yy lº y-2yya ly + 2yyaa, cioè 29) lº y– 2ayyly - aayy.
2, 4 ; re-Er - 4

Che ſe foſſe m = – 1, ſarebbe inutile la ſerie ,

perchè ſarebbe m + 1 =o , il che rende infinito ciaſ

cun termine , ma in queſto caſo non v'è biſogno

della ſerie, giacchè ſi ſanno integrare queſte formole,

per le coſe dette di ſopra.

Rimane, che di tale regola ſe ne dia la dimoſtra

zione; per lo che fare ſi ponga ly = z, e però ad Edz;

- - 3'

farà adunque, fatta la ſoſtituzione, yº lºydy = yº zºdy;

ma yºzº dy = yº zºdy - % 3 m + zº- . dz -

7M2 + I

n ymzº- ad –n X n– 1 Xy" º 'zº- adz -
2,

+- I -

72 772 +- I -

-

-

n x n.- 1xym z°- º aady ec., e così in infinito, per

2,

f/ -- I

chè in queſta guiſa ciaſcun termine, toltone il primo,

ſi diſtrugge dall'immediatamente ſuſſeguente, appunto

- per
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per eſſere dz = ady. Ora poichè queſta tal ſerie infini

- - V - a -

ta è integrabile, prendendo i termini a due a due, im

perciocchè l'integrale del primo, e ſecondo termine

è yºt zº; del terzo, e quarto è – anyº z" " ;
2,

772 +- I -

% +- I

- a –

del quinto , e ſeſto è aan X m – 1 X y m + 1 zº-º, e

- - –- 3 -

M +- I -

così di mano in mano; reſtituito in queſti integrali ly -

in luogo di z , troveremo finalmente eſſere

frº = yº + i lºy – anyº + lº- y -, .

772 -- I 2, -

m +- I

ann Xn- I X vºi lº º y-a nxn–1 X n–2ym + 1 l n-3y:
-

– 3 – 4

772 -- I 772 - I

155. L'artifizio, con cui ſi ritrova la ſuddetta ,

ſerie, può eſſere il ſeguente.

M'immagino, che l'integrale di ymlnydy ſia .

5 º + i lºy, quale appunto ſarebbe, ſe lºy non foſſe ,

772 -- I -

quantità variabile, ma poſta la ſottangente = a , il dif.

ferenziale di eſſo integrale è »" lºrdy -nyº a lº-irdy,

- 777 -- I

il quale ſi trova maggiore della propoſta formola, quan

tO
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to è nvºa lº- vdy; adunque l'integrale aſſunto è mag

- 772 +- I - -

giore del dovere, quanto è l'integrale di nya lº - i pdy,

- m - i

e però l'integrale di queſto ſi dovrà ſottrarre dall'inte

grale ſuppoſto.

- E qui di nuovo m'immagino, che l'integrale di

my” a l”- vdy ſia nvº" al " - i vº, onde l'integrale ,

72 +- I - 2,

7/2 +- I -

della propoſta formola venga ad eſſere -

l sº iº, – ny"r al- . . Ma differenziando

f/2 -- I 2,

m + 1

- nymº- ala- , ſi à ny” a lº- ydy -

2, f/7 +- I -

m + I -
-

n X n– 1 X vm a º lº- º ydy ; adunque l'integrale di

– º
-

tra +- I -
-

nymalº- viv, non è ny" a lº- , ma è maggiore

772 +- I

7/7 + I

del dovere, quanto è l'integrale di n X n-1 Xyº aalº-ºydy,

2,

- - 77, +- I sa

adunque ſi è ſottratto troppo, e però biſognerà

aggiungere queſto integrale, il quale nuovamente m'im

- II1a
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magino, che ſia n X n– 1 X y” º “ aa lº -ºy , adun

- m Fi

que ſarebbe l'integrale della propoſta formola

yº lºy-nymº- a lº- y - n Xn-1Xymº- aa lº-ºyec,

770 -- I

- 77, +- I f/g +- 1

e così con lo ſteſſo ordine procedendo ſi continoverà

la ſerie in infinito. *

2 -3

156. Si poſſono anco avere gl'integrali delle for

mole differenziali logaritmiche per via di ſerie, che

non contengano quantità logaritmiche, ma ſole ordina

rie, le quali ſerie però non s'interrompono mai, e ſo

no ſempre infinite. -

Sia adunque da integrarſi x la Xdx. Pongo x =z - a,

ſoſtituendo farà z F77 z Fa X dx, ma per lo num. 7o.

lz - a z z – zz. + z” – zº ec., ſuppoſta la ſottan

a 2aa 3a' 4a

gente = 1 , facendo adunque l'attuale moltiplica, avere

moz - a l z - a X dz =

zdz - zzaz– zºdz - zºdz -zºdz ec.

a 2d2 3a º 4a º

-----

–zzdz - zºdz-zºdz - zºdz , e

2a 344 4a” 5aº
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cioè zdz - zzdz –zº dz - zºdz –zº dz ec., ed integran

2a 6aa 12a 2oaº

do ſarà zz+ z – zº - z – zº ec. =

2 6a 24aa 6oa” I 2Oa º

ſzFizFix a

Che ſe la formola foſſe xml cdx , cioè

-º

z a 12 a X dz , ſi dovrebbe moltiplicare la ſerie

eſprimente il logaritmo nella poteſtà z - a . E ſe di

più foſſe anco il logaritmo elevato a poteſtà, come a .

-º

dire x” lº xdx, cioè z - a lºz - a X dz, biſognerebbe in

oltre elevare alla poteſtà n la ſerie infinita, che eſpri

me eſſo logaritmo, e fare il rimanente come ſopra.

157. Le equazioni o formole differenziali affette

da quantità logaritmiche bene ſpeſſo ammettono inte

grazioni, che ſono geometriche, e dipendono da qua

drature di ſpazi curvilinei, che facilmente ſi deſcrivono,

ſuppoſta la logiſtica. Eccone alcuni eſempi ſcelti fra i

più ſemplici .

Sia l'equazione dy l y = dx, e nella logaritmica .

deſcritta (Fig. 42.) pongaſi CD = y, e preſa la ſottan

gente per unità, avremo AC, o HD = l y; onde il

rettangolo infiniteſimo DG, la di cui baſe G H= FE=dy,

ſarà = dy ty, ma queſto rettangolo ſi è l'elemento

e C dell'



33o INSTITUZIONI

dell'area creſcente B DH, dunque la ſomma l º º V è

cguale alla detta area B D H .

Di fatto l'area ſteſſa ſi eguaglia al rettangolo AD

meno lo ſpazio logaritmico AB DC; ma queſto ſpazio,

ſiccome è noto, ſi miſura dal rettangolo A BXCD Fy,

dunque l'area B D H = ſay y = y l y - y, ſiccome

pure può trovarſi per via d'analiſi.

Conſidero un'altra formolady lº y= dx . Il primo

membro altro non è, che il ſolido generato dalla fluſ

ſione HC moltiplicata nel quadrato dell'ordinata GF,

il qual ſolido è analogo all' elemento del conoide gene

rato dall'area B D H girata attorno l'aſſe BG, dunque

l'integrale ſº lº y = y lº y – 2y ly + 2) ſta al detto

conoide in data ragione

Più generalmente abbiaſi d lºy . Alzata l'applica

ta HD alla poteſtà m (eſſendo l'indice m un numero

affermativo, o negativo, intiero, o rotto) baſterà,

che l'ordinata HM facciaſi eguale alla dignità HD",

e che per lo punto M, ed altri infiniti in ſimil manie

ra determinati paſſi la curva BMN, per conſeguire ,

che l'area BMH t ſMHxa, ſia eguale, o ana

loga all'integrale ſay lºy.

- Mag
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Maggiore difficoltà non ſi incontra quando anche nella

eſpreſſione ci ſi parano avanti i logaritmi dei logaritmi, Pro

pongaſi dylly = dx ; giacchè AC è il logaritmo di CD,

ſe ſi adatterà nella logiſtica la nuova applicata IL eguale

all'aſfiſſa AC, ſarà AI il logaritmo di IL, e conſeguen

temente il logaritmo del logaritmo della CD. Si proroghi

la retta IL ſin a tanto, che tagli la HD parallela, ed

eguale ad AC nel punto K, per cui, ed altri infiniti

ſimilmente determinati paſſi una nuova curva delinea

ta relativamente alla logiſtica: dico, che la quadratura

dello ſpazio ſpettante ad eſſa curva ci dà l'integrale

della formola dylly = dx .

In altro modo: piglio la differenza della quantità

3 lly, cioè d. lly+ dy, ed aggiunto nella noſtra eſ

ly . -

preſſione da ambo le parti il termine di , ſi à dylly -

7,

dy = dx + dy, ed integrando, vlly = x - ſ'dy. Po

7y 7y - ly

ſta dunque all'aſfiſſa AH l'ordinata corriſpondente in .

ragion reciproca di HD = ly, naſcerà una curva, il

di cui tetragoniſmo eſprimerà l'integrale ſ dy . E ciò

- ly

baſterà, onde ſi vegga l'andamento del metodo.

158. Paſſerò ora alle integrazioni delle formole ,

e e 2 dif
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differenziali, che contengono quantità eſponenziali, º

ſia da integrarſi x º dx . Pongo x = 1 + y , ( prendo

l'unità per una qualunque coſtante ) ſarà dunque

vs dx = 1 -5 t º dy ; ciò poſto, faccio in oltre ,

1 -; “ºz 1 - u, adunque ſarà 1 Fyl , y= l i Eu,

e però convertiti in ſerie pel num. 7o. i due logarit

mi, e fatta l'attual moltiplica per 1 - della prima ſe

rie - averaſſi v + – v º - yº – y' eC. r

u– au - u – u - a ec. Indi faccio una equazione

r I 7 -

fittizia, e ſuppongo, che ſia

u-y - Ayy - By' - Cy“+ Dy' ec ,

(A, B, C, D ec. ſono quantità da determinarſi

,

e però

uu-y- 2 Ay' - AAyº -2 A By + BBy ec.

+ 2 By - 2 Cy' - D yº

u' = y' - 3 Ayº -3A Ayº ec.

+ 3 Byº

tuº =y - 4 Ayº ec.

uº = yº ec.,

adun
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-

adunque ſarà u – uu - u' – u° - u' ec. =

i 7 , i

5 - Ayy - By' - Cy* - Dyº ec.

– iry–Ay'–;AAy“– AByº ec.

– By* – Cy' ec.

ei» - Ayº - A.Ay' ec.

+- Byº ec.

–; yº – Ayº ec.

-- i y' CC,

Ma poichè u-; uus-ju -; u' - a ec.

= y - v» – v. - y“ – y: ec., ſarà
- - I: I:

g - Ayy - By' - Cyº + Dy” ec.

–;yy-Ayº +: AAy”- ABy cc.

–By*– Cy' ec. =y +-yy-y' -vº-y: CCs

2, 6 12, 2,9

s-ir -Ayº AAy' CC, - -

4- Byº ec. -

m - -

–; yº-Ay' CC,

-; v'ec.
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E riducendo l'equazione al zero, ſarà

y - Ayy + By + Cy + Dy: ec.

– i yy–Ayº– . AAy*-ABy ec.

– Byº – Cy' ec.

a- , - Ay* - AAyº ec. = o.

+ Byº ec.

–; y: – Ay: ec.

-- i y' CC.

–y – yy + y” - vº + y' ec.-

2, 6 12, 2O

Quindi dal paragone al zero de primi, ſecondi, terzi ee.

termini troveremo il valore delle aſſunte A, B, C ec.,

che ſaranno A- 1, B = : , c= ; , D = , . Adun

que, poſti queſti valori in luogo delle majuſcole, avere

mO I + tl i i yº- =1-y-y-; y' - , - iyºec,

onde -

1+ yº-ydyès dy+ ydy+ yydy+ i y'dy-irdy- i y' dyec,

ed integrando, ſarà finalmente

ſ I + y' + 'dy =y + yy+ y'+2 + yº + yº CC.

- 2 3 8 I 5 72

159. In altra maniera ancora ſi troverà l'integra

- le
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le della formola x º dx. Pongo x º = 1 - º , adunque -

a l x = l ; riduco in ſerie l I t-y, e ſarà

l 1 - 3 - , - yy + y'-yº + v' CC.

2, 3 4 5

Ciò poſto, fingo y=l 1 + y - Al- 1 -) - B l'1 + y +

C lº 1 - 3 D lº -, ec., (A, B, C, D ec. ſono quantità

da determinarſi ) adunque ſarà

p = l I + y + Al Fy - Bler Ey-ci 1-3 D lº I + yec.

yy= lº i Fy - 2a lº 1 - 9 - AAl 1 + y + 2AB l' 1+ y ec.

+-2Blº 1 + y + 2 C l' 1 - 9 ec.

y = l' 1 - 3 - 3 Al 1 + y - 3 A Al 1 + y ec.

+ 3 B l' 1 + y ec.

5 * = lº 1 + y+ 4 Al 1 + y ec.

y = l' 1 -5 cC, »

e però , –yy + yº-yº y cc , cioè
2 3 4 5

i ,- - Al Try-Bi TF5 - ci 1-y- Di ry ec.
li – A lº –+ 2 a 1 - an lº

–i l' 1 -x-Al 1+ y ; aal 1+)-AB l'1+y ec.

- Bl 1 y–C lºry CC,

, il F5 - Al Ty-aal Fec,

+- B lº I - ec.

–; lº 1 + y – Al vec,

+; lº 1 + y ec.

Quindi
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Quindi riducendo l'equazione al zero, dal paragone

al zero de primi, ſecondi, terzi ec. termini trovere

mo il valore delle aſſunte A, B, C, D, ec , cioè

– º – i – i – – -

= , , Bz ; , = i , D= I20 ec., onde ſarà

1-y= 1 - lity -: i Fyril -5 -il 7si

ma li y=x l e, ed 14-y=x s; adunque fatte le ſoſti

tuzioni, e moltiplicando per dºe, ſarà eº dx = dx -

sedxlx - : xxdx lºx -: x dz l'x -, a dx l'aria dal sec,

ed integrando con le note regole di ſopra ſpiegate,

ſarà finalmente f------------ e º lº x –

2. 4 6

a ºl v - x º +- x º lº x – x º lº x +- x “l X – X º ec.

9 27 24 32, 64 256

16o. Ma per dire in oltre alcuna coſa intorno alla

coſtruzione delle curve eſpreſſe da equazioni logaritmi

che, ed eſponenziali. Debbaſi in primo luogo deſcrivere la

3

curva dell'equazione e = i : ſia B D ( Fig. 43. ) la .

7.
dº

logritmica, in cui ſi prendano i logaritmi della propo

ſta equazione, la di cui ſottangente ſia, per eſempio,

= a = AB ; ciò poſto, preſa y= a = AB, il logaritmo

di y farà - o, e però x = o ; adunque fatta (Fig. 44.)

MN =
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MN=y = a, ſarà N un punto nella curva. Preſa y minore

3

di AB, ſarà lo quantità negativa, e però lº y quantità

immaginaria, per eſſere il 2 indice pari di radice ,

di quantità negativa, onde e ſarà immaginaria ogni

qual volta ſia y minore di a . Preſa y maggiore di AB

per eſempio - CD, ſarà AC = ly; ma per l'equa

zione data , è a 9 i y:: ly, x, cioè a v a Ty::

ly, x ; adunque fatta MP = CD, ſe prenderaſſi PH

eguale alla quarta proporzionale di A B , della media -

tra A B, ed AC, e della ſteſſa AC, ſarà eſſa e x,

ed il punto H nella curva. In queſto modo ſi troveran

no quanti punti ſi vogliono, e deſcriveraſſi la curva, la

quale anderà in infinito, come è facile a conoſcere.

Per avere la ſottangente della data curva, prendo

la formola differenziale ydx delle ſottangenti ; diffe

dy

renzio l'equazione della data curva , e trovo dx =

3 - 2 I

3 - - - - - - - - - -

i l º y X a º dy; fatta la ſoſtituzione in luogo di dx ,

ſy

I

averaſſi eſſa ſottangente = º lº y X a º = 3 a x =

2 l y
2, 1

3a 3 x 3

2

ff Averà
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Averà pure la noſtra curva un fleſſo contrario,

per ritrovare il quale prendo le ſeconde differenze ,

della data equazione, ſuppoſta dx coſtante, e ritrovo

l 3 - I 1

3 a y lº yxddy - a dyel 7 y–º a dy lº y = O ,

ſyy

- i 3 - i

e però ddy = º a ºdyºl ºy– º a º dy l º y ; ma per lo

4 a 7 vl F
7 a - y 1 - y

metodo de fleſſi contrari, deve eſſere ddy = o ; adun

l 3 - I
I

que ſarà º a dy lº y–ia dy i º y = o, cioè

i;
lº y-: al v = o, cioè ly = ; a, ſarà adunque il

fleſſo contrario allora quando ſia ly = a .

2,

Se la propoſta curva da deſcriverſi ſarà se la z y,

riſoluta l'equazione in analogia, ſarà 1, l . :: x, y, e

ſi coſtruirà in ſimil modo .

1

E ſe foſſe xx l x = y, o pure x l e zy, o a 7 lazy,

o più generalmente x" la z y, eſſendo n una qualun

que poteſtà intiera o rotta di x ; riſoluta iſteſſamente

l'equazione nell'analogia I, l x :: x”, y, e preſa nel

la logaritmica una qualunque CD = x , onde ſia,

A C -

-
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A C=lx; il moltiplo di AC ſecondo il numero n, ſe è

intiero; il ſubmultiplo, ſe è rotto, ci darà la corriſpon

dente ordinata nella logaritmica ſteſſa, che ſarà x”, per

la proprietà della logaritmica.

Che ſe la curva conteneſſe quantità, che foſſero il lo

logaritmo di logaritmo, come ſe foſſe eºll x =y, facilmen

teſi averebbe nella logaritmica la linea eſpreſſa per ll x pren

dendo una qualunque CD=x (Fig. 43.), onde ſia A C=l x,

ed indi poſta AC per ordinata in (ac); imperocchè

ſarà Aa il logaritmo di (ac), cioè ll e, come ancora è

ſtato avvertito al num. 157. - -

161. Debbaſi coſtruire la curva eſponenziale dell'

equazione x º = y . Adunque prendendo i logaritmi,

ſarà x l x = ly. Però deſcritta (Fig. 45.) la logaritmica

PA B con la ſottangente AD = 1 , e preſa una qua

lunque CB = DE = x, ſarà Dc= la ; adunque poi

chè l'equazione ſi riſolve nell'analogia 1, x :: l x, l y,

il quarto proporzionale di AD, BC, e DC, che ſia

per eſempio D M, ſarà ly; adunque MN = y, e però

ſe faraſſi E F = MN, ſarà DE = x, E F - y , ed F un

punto della curva da deſcriverſi.

La curva taglierà l'aſintoto HM in H , fatta -

D H = DA; imperocchè poſta x = o, ſarà l y = o ,

cioè , eguale alla ſottangente DA . Similmente poſta

a = 1 = DA , ſarà la z o, e però ly = o, cioè

p = DA; fatta adunque AG = DH, ſarà G un punto

in CU IVa e ff 2 - Dal
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Dal punto H alzando l'applicata HP alla logaritmi

ca, e conducendo P O R parallela ad HD, ſarà O R la

minima ordinata , alla curva . Imperciocchè differen

ziando l'equazione, ſarà da - dx la = dy, cioè vdx -

y

ydx la z dy, ma per lo metodo de' maſſimi , e minimi,

deve eſſere dy = o, adunque ydx + ydx l x = o, e però

– 1 x = I = H D = D A . -

Eſſendo gds la formola generale della ſottangente,
dy - v -

e dall'equazione data della curva avendoſi da z dy ,

y X 1 - l e

ſoſtituito queſto valore nella formola, ſarà la ſottangen

te per un qualunque punto della curva - 1 , e per lo

1 - 7 e

punto G, riſpetto a cui è a - AD, ed in conſeguen

za l x = o , ſarà la ſottangente = I = A D, ſottangente

della logaritmica.

Riſpetto allo ſpazio: prendo la formola generale

ſydx ; ma p = xº, equazione della curva, ſoſtituito adun

que nella formola il valore di y, ſarà x º dx, e però

ſ x dx lo ſpazio indefinito HOFEAD H , il quale,

integrando per lo num. 159., ſarà -

a + xx l x-xx+ x 'l X-x 'l X + x' + x º lº x-x º lº x+ x l . ec.

62, 4 9 27 24 32,

E

O +
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'

E preſa x = AD = 1, ſarà la z o, e però lo ſpazio

HOG A D - I - i + 1 - 1 ec. ,

4 27 2 56

cioè – 1 – 1 + 1 – 1 ec.

27 37 4

162. Sia la curva dell'equazione x v = a , farà

y l e = la, e però ſi potrà coſtruire per mezzo della .

logaritmica. Differenziando l'equazione y l e = la, ave

remo ydx - dyl x = o ( preſa la ſottangente della loga

º

ritmica = 1 ), e però ſarà dx = – x l .x dy, adunque

9

la ſottangente = – x l x .

163. Sia x º = a y ; adunque x l e = y la , che ſi

potrà coſtruire al ſolito . Preſe le differenze , ſarà

dx - dx l x = dy la , e però la ſottangente = x l . .

I +- l x

Ma poichè 5 = x l e, ſarà pdx, cioè l'elemento

T,

dello ſpazioz x l x X dx, ed integrando per lo num. 154,

la

2xx l x – xx .

4 l a
-

164. Altre queſtioni ancora poſſono proporſi ap

partenenti ad equazioni eſponenziali; come, per eſem

pio, nelle equazioni eſponenziali compoſte di ſole quan

tità
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tità cognite, ma con gl'eſponenti incogniti, trovare ,

eſſi eſponenti. -

Sia adunque cº = abº- , ſi dimanda il valore ,

dell'eſponente incognito x, eſſendo date le a, b, c ;

ſcrivo cº = bºT , adunque ſarà ele-lazx– 1 tb,
dº

e però x l c –x l b = la –lb, quindi x = l a- l b .

l c– l b

165. Altra queſtione ſarebbe queſta. Trovare un

numero x tale, che ſia x º = a , e xº “ P = b . Adun

que per la prima condizione averemo e la z la, e pe.

rò x = la , o pure la Fl a .

7 e X'

Per la ſeconda condizione averemo e - pl e = l b,

e però ſarà x = lb – pl e, o pure l e - l b . Adunque

l x a +-p

ſarà la z lb , cioè a l a + pl a = x lb, cioè a - p la ,

e º - p ib-7 a

o pure l a - lb – pl x, cioè l e - I b – la . Ciò poſto,

Tz - –r

mi faccio a ſciogliere il ſeguente problema.

166. Dato un vaſo di nota capacità pieno di un .

qualunque liquore, che ſia per eſempio vino, ſe ne

eſtragga in un ſorſo una data quantità, poi ſi riempia

d'acqua il vaſo, indi del liquore ora miſto d'acqua, e

di -
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di vino, ſe ne eſtragga un'altro ſorſo eguale al primo ,

e di poi ſi riempia d'acqua il vaſo, e nuovamente ſi

eſtragga del miſto liquore un ſorſo pure eguale al pri

mo, e così di mano in mano ſi vada con la ſteſſa legge

ripetendo l'operazione: ſi dimanda, quanti ſorſi biſognerà

prendere, cioè quante volte biſognerà ripetere l'opera

zione, acciò ſia nel vaſo una data quantità di vino.

Sia = a la capacità del vaſo, e ſia - b la quantità

di ciaſchedun ſorſo. Nel primo ſorſo adunque s'eſtrae

rà dal vaſo tanta quantità di vino, che ſarà E b, ed

altrettanto s'infonderà d'acqua, onde dopo il primo ſor

ſo ſarà nel vaſo quantità di vino = a – b.

Nel ſecondo ſorſo s'eſtraerà b di liquore miſto,

onde per avere la quantità del puro vino, che in .

eſſo ſorſo s'eſtrae, ſi faccia l'analogia: come la capacità

del vaſo (a) ſta alla quantità d'un ſorſo (b) , così il

vino, che è nel vaſo, (a– b) al quarto ab–bb, ſarà

- d

eſſo la quantità del puro vino, che ſi è eſtratto nel

ſecondo ſorſo, rimarrà adunque nel vaſo quantità di

2, -

puro vino aa-2ab - bb, cioè a– b . Pel terzo ſorſo

ag d

facendo pure l' analogia: come la capacità del vaſo (a)

ſta alla quantità d'un ſorſo (b), così il vino, che è
1, -2

nel vaſo, ( a – b ) al quarto a- º X b, ſarà eſſo la
d g g

quan
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quantità del puro vino, che ſi à eſtratto nel terzo for

ſo, rimarrà pertanto nel vaſo quantità di puro vino

2, 2, – 3

« a - -

a- b – b X a - b , cioè a-b, e così dopo il quar

4 d d da

-4

to ſorſo ſarà nel vaſo quantità di puro vino a – b , e

a º

generalmente dopo un numero n di ſorſi ſarà nel vaſo

quantità di puro vino a–b

a n- 1

Se adunque ſi voglia ſa

pere, quanti ſorſi debbanſi prendere, acciò nel vaſo ri

manga una data quantità , che ſia per eſempio a di

ma

º

puro vino, faremo l'equazione a – b = a , la quale,

a – i mi

per eſſere n incogoita, ſarà appunto eſponenziale. Ri

dotta per tanto l'equazione ai logaritmi , ſarà

ga

l a-b = / a, cioè n la-b= la –lm - Fila,

an – 1 173

o ſia n la Fb = –lm -nla, e però n = l m s

la –la-b

con che ſarà facile avere il numero n col mezzo delle

tavole logaritmiche .

FINE DEL TERZO LIBRO ,
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Del Metodo Inverſo delle Tangenti.

Oichè, data una qualunque curva, il mo

do di ritrovare la di lei tangente, ſotto

tangente, normale, o qualunque analoga

linea ſi chiama Il Metodo diretto delle Tangenti; così, data

la tangente, ſottotangente, normale, o qualunque analo

ga linea; ſiccome pure data la rettificazione, o lo ſpazio,

il modo di ritrovare quella curva, a cui compete la .

data proprietà della tangente, dello ſpazio ec., ſi chia

ma Il Metodo inverſo delle Tangenti. -

Nel ſecondo, e terzo libro ſi ſono ritrovate le eſ.

preſſioni generali differenziali della tangente, e delle

linee analoghe, come pure delle rettificazioni, e degli

ſpazi; adunque paragonando la proprietà data della .

tangente, della rettificazione ec. alla riſpettiva eſpreſſio

ne, o formola generale differenziale, naſcerà una equa

zione differenziale del primo grado, o di grado ſuperio

re, la quale integrata, o algebraicamente, o ſuppoſte

le quadrature, ci darà la curva, che ſi ricerca, ed a

88 2 Cll
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cui compete la data proprietà. Si cerchi, per eſempio,

la curva la di cui ſottotangente debba eſſere eguale .

alla doppia aſſiſſa . Chiamate le aſſiſe e, le ordinate y,

la formola della ſottotangente è Vaz, adunque ſarà l'e

dy -

quazione ydx = 2x. Si cerchi la curva, il di cui ſpa

dy

zio debba eſſere eguale a due terzi del rettangolo del

le coordinate. L'elemento dello ſpazio è Vda; adun

que dovrà eſſere frº- 2xy, e però 'dx = zºdy - 2vda.

- 3 3

Si cerchi la curva, la di cui proprietà ſia, che un

qualunque arco preſo dal vertice ſia eguale alla riſpet

tiva ſottonormale. L'eſpreſſione dell'arco è ſu dx - dy ;

quella della ſottonormale è và) ; dunque averem

dx -

ſei RF = ydy, e però V dx + dy =ydxddy+ dvdy,

dx dx º

(preſa per coſtante da ) equazione differenziale del ſe

condo grado.

2. Le equazioni, che in queſto modo riſultano,

averanno ſempre, come è facile a vedere, le indeter

minate con le differenziali tra loro miſte, e confuſe,

quindi non ſi ſanno per ora maneggiare a fine di paſ

fare alle integrazioni, e così avere le curve , che ſi

Cer
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cercano, e molto meno ſe contengono differenziali ſe

condi, terzi ec., poichè nell'antecedente terzo libro

ſi ſono ſempre ſuppoſte le formole differenziali eſſere

compoſte di una ſola indeterminata con la ſua differen

za. Sono adunque neceſſari altri ripieghi per tentare di

ridurre alle integrazioni, o quadrature tali equazioni, il

che ſi chiama Coſtruire le equazioni differenziali del pri

mo, ſecondo ec. grado. E quanto a quelle del primo in

due maniere ſi procede ; l'una è di paſſare alle inte

grazioni, o quadrature ſenza alcuna previa ſeparazione

delle indeterminate, e loro differenziali; l'altra di ſepa

rare prima le indeterminate, e così render le equazio

ni atte all'integrazioni, o quadrature.

Anderò ſpiegando vari metodi particolari per am

bedue le maniere, co quali in molte equazioni ſi ottie

ne l'intento; ma moltiſſime altre ſe ne incontrano, che

ſi trovano affatto contumaci, almeno coi metodi fin'ora

ſcoperti, i quali non anno quell'univerſalità, che ſa

rebbe neceſſaria . -

-

-

-

CAPO
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C A P O I.

Della Coſtruzione delle Equazioni differenziali del primo

grado, ſenza alcuna previa ſeparazione

dell'indeterminate .

3 LE più ſemplici formole, che abbiano le due

variabili aſſieme confuſe, ſono le due sedy - pdx, ed

yds –xdy; l'integrale della prima è rr, della ſeconda

3 y

è x, come è chiaro. A queſte adunque deveſi procu

3'

rare di ridurre le più compoſte, e ciò con i ſoliti aiuti

della ſemplice Analiſi, aggiungendo, ſottraendo, mol

tiplicando, dividendo ec. per quelle quantità, che fan

no al propoſito, le quali varie ſaranno, ſecondo i vari

caſi . Se ne vegga ora la pratica.

Sia ydx = xdx – xdy, traſportato all' altra parte il

termine ultimo, ſarà và e “ cdy = xdx , e però e y =

sex + bb . Sia l'equazione x dy + 2xºydxdy =a dx º –

2,

sexyydx -, cioè e dy + 2x 'ydxdy + xxyydx = a dx-,

e dividendo per xx, xxdy + 2xydxdy + yydx = a dx-,

a 3C

e cavando la radice quadrata, xdy + ydse=aadx, ed in

3g

,

tegran
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tegrando, e - al ri: b nella logaritmica della ſottan

gente = a . Sia l'equazione ydx = y' dy - yydy - xdy,

cioè pdx– edy=y' dy - yydy. Il primo membro ſareb

be integrabile, ſe foſſe diviſo per yy, divido adunque

l'equazione, onde ſia pdx – xdy = ydy - dy, ed inte

yy

grando, a F y - y it b.

ſy 2,

4. Sia l'equazione y” dy = mydx - xdy. Se non

vi foſſe il coefficiente m, la coſa ſarebbe facile, poichè

l'integrale del ſecondo membro ſarebbe ey. Non riuſci

rà l'operazione nè meno traſportando il membro edy

nella parte oppoſta dell'equazione , cioè ſcrivendo

pr dy–xdy = mydx ; oſſervo pertanto, che il differen

I I - I

ziale di mxy” ſi è my” dx - xy” dy, diverſo dal propo

ſto mydx - xdy in queſto ſolo, che è moltiplicato per

I - I

rº ; per rendere adunque integrabile la quantità

mydx + xdy, baſta moltiplicarla per y” , ed a fine di

conſervare l'egualità, moltiplicare altresì il corriſpon

dente membro y dy dell'equazione , e però ſarà
-

-r -- I - I I I - I

-

5 º dy = ny” dx - erº dy , ed integrando,

3 -- 1 – 1 +

Jſ, º dy = mxy" it b .
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Sia la medeſima equazione, ma con coefficiente di

verſo a ciaſcuno degl'ultimi due termini, cioè pray=

mydx + nxdy . Il ſecondo membro non è integrabile;

pe

oſſervo però, che il differenziale di mayº ſi è

º n - i

my” dx + nxy” dy, adunque l'omogeneo di compara

zione ſarebbe integrabile , ſe foſſe moltiplicato per

71 - I
-

y” ; moltiplico per tanto tutta l' equazione , e ſarà

r -- m - I - º m - I

ſy " dy= my "dx - nxy” dy, e l'integrale ſarà

r+ n – i ri

ſ, º dy = mxyº + b .

5. Il differenziale di xºy è xºdy - nyxº- i dx ,

Ciò poſto, ſia l'equazione y” dy = x” dy - yxº - i dx ;

ſe l'ultimo termine aveſſe il coefficiente n , l'integrale

del ſecondo membro dell'equazione ſarebbe eny. Oſſer

vo però, che il differenziale di w"yº ſi è nemyº - i dy -

nynx” - dx ; adunque moltiplicando l'equazione per

my” – ,onde ſiany + º- 'dy=nx"yº- dy -nyn en- dx,

ſi trova integrabile, e l'integrale èſ» --- dy =

vºy” it b .

Ma ſe l'ultimo termine in vece del coefficiente a

ne aveſſe un'altro , anzi generalmente, ſe ambedue i

termini ultimi foſſero affetti da coefficienti diverſi; co

Ine
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me ſe l'equazione foſſe yrdy= cxºdy - eyxº- dx ; oſ

cm

ſervo, che il differenziale di is y º ſi è

a -: cº - .

cx"y º dy - ey º xº- “ dx ; adunque moltiplicando l'e

Crt - i -

quazione per y” , onde ſia

r+ cn – 1 cn- I cm

y , º dy = cx ny dy - ey xº- dx , ſarà integra

Cna - I cmr --

bile, e l'integrale naſ, dy = 1 xºyº + b .

Facciafir - 1, e=3 , n = 1 , e= 1 , cioè l'equazione ,

gdy = 3xdy - ydx; l'integrale ſarà pº = xy'. Facciaſi

4

c = 2, e - 3, n = 1 , r = 1 , cioè l'equazione ydy =

- - - - - 1 + 2 - 2

2xdy + 3ydx, l'integrale ſarà p º =3xy º , cioè

I +- 2 ,

3

i 2 -

è vi = 3xy 3 . Facciaſi ca 2, e -2, n=3, raz 3, cioè

l'equazione yºdy = 2x 'dy - 2yxxdx , l'integrale ſarà

p = , a y .
6 -

1 – en

se l'equazione foſſe eſpreſſa così , “ xrdx =

cxºdy - eyxº- dx, è chiaro a vedere, che ſarebbe in

-

h h tegra
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cn - 1 ;

tegrabile, poichè moltiplicata per y º ſarebbe e dº F
chi - I Cit - - -

C3? ny dy - ey º x n- i dx, ma l'integrale del ſecondo

Cn

membro ſi è veduto, eſſere i cºyº, adunque ec.

6. Sia ora l'equazione yrdy=2xdy-ydz . Se non

vi foſſe il coefficiente 2, l'integrale di endo nem

bro ſarebbe v. Ma non perciò ſervirà traſportare alla ,

oppoſta re il termine xdy, e ſcrivere 'dy – rd,

- oſſervo però , che il differenziale ir e

º – 3) dx, dunque ſe ſi moltiplicheràregione

fiori per y, onde ſia y + 'dy = 2xydy–yds, ſarà

integrabile , e l'integrale ſaràfre º dy =2 it b. Ma

rº sºstiene ſia un quinque crisi (4 3 e o

però l'equazione y'dy = nxdy - ydz . Oſſervo, che il

differenziale di y” è nºv 'dv-y“da , adunque ſe ſi

v... -

º - . . . - is -

moltiplicherà requazione per y” - ? onde ſia

prº- º - i dy = nxy" - dy – y” dx , ſarà integrabile, e
' . 3 91

-

t:

ſ

l'in
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l'integrale ºfr *- º - i dy = ynit b.

Anzi abbiano ambi gli ultimi due termini coeffi

ciente diverſo, e ſia l'equazione y” dy = nxdy– mydse.

5 º

n

Oſſervo, che il differenziale di my7 ſi è

so

M - I -

- L. - :

nxy º dy–my” dx ; adunque ſe ſi moltiplicherà l'e

3 3G

n. – 1 rº-r

quazione per vº , onde ſia y º dy =

n - I n

nxy” dy–my7 dx, ſarà integrabile, e l'integrale ſarà

372e

r - a - 1 r

ſ, º dy = mvº + b.

sº?

1 – n.

Se l'equazione foſſe y ºx dx = nxdy - myd. ,

9tº

º - i

ſarebbe pure integrabile, poichè moltiplicata pergº

fa - I º

ſarà a dx = nxy” dy–my” dx ; ma l'integrale del

3 ag -

ſecondo membro ſi ſa, eſſere my” , dunque ec.

3G

h h 2 Alle
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Alle ſuddette equazioni manchi il denominatore ,

xx, e ſia l'equazione yr dy = nxdy–ydx. Per ſomma

re la ſeconda parte dell'equazione, biſognerebbe mol

tiplicarla per y”- , e dividerla per ex , ma ciò do.

vendoſi fare anche riſpetto alla prima parte , farebbe

eſſa y + º- i dy, che in neſſuna maniera ſi può ſom

mare; adunque ſi mutino i ſegni all'equazione, e ſarà

– y” dy = ydx – nxdy . Oſſervo, che il differenzia

le di x ſi è vºdx– nxy” - dy; adunque ſe ſi mol

yº yº - -

tiplicherà l'equazione per y”- , ed indi ſe ſi dividerà

per yº", onde ſia –yrº-º- i dy = yºdx –nxy”- 'dy,

- p in pº

ſarà integrabile, e l'integrale ſarà

ſ-z a - 3 t b .

5 º ſy”

Abbia l'equazione ambi gli ultimi due termini con

il coefficiente, e ſia yr dy = nxdy–myd.e. Si mutino i

fegni, e ſarà – p” dy = mydx – nxdy ; oſſervo, che il

m n – 1

differenziale di x è myºdx-nxy” dy ; adunque

- - an - - - -

- my mmy º

: - ,

ſe ſi moltiplicherà l'equazione per y”

;
- i n - 1

i -

, e ſi dividerà

A - ſi Per
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t - - ar p' -- m - I -

li per mmy", onde ſia – , º dy =

l - , , 2.02
-

- - -

-

- -

- - -

i mmy"

): - m n. - 1

ſi my”dx– nxy” dy, ſarà integrabile, e l'integrale ſarà

I 2i, - - - -

trº

ſi mmy
- f 3 -- fa - I -

l - - -

l –y º dy = x t b.

s zº 92

mmyº my” --- --- -

i 7. Sia l'equazione yrdy = x ndy – nyxº- i dx. Si

l mutino i ſegni, e ſarà –yrdy = nyxº- º dx – xºdy;

oſſervo, che il differenziale di x º è nyxº- dx –xºdy,

V yy

dunque dividendo l'equazione per yy, onde ſia

–yr-º dy = nyx”- º dx –x º dy, ſarà integrabile, e ,

Jy - «

ſarà l'reſ-y-º = xºit b.

J , y

Ma ſe mancaſſe il coefficiente n, e l'equazione foſſe

prdy = xºdy–yx”- dx ; ſi mutino i ſegni, e ſarà

– yrdy = yxº- dx –xºdy. Oſſervo, che il differen

ziale di x” è nynx º - dx – nxºy" - dy ; dunque ,

77 - - - - gº - º -

moltiplicando l'equazione per ny"- , e dividendola .
gº v a

per

- - -
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peryº", onde ſia –nyº º dv = ny" e" dx-nz"yº- di ,
y -fa ſy 2m

ſarà integrabile, e l'integrale ſaràſTºtti dy =

) 2º

a º it b .

ſyn

Che ſe in luogo del coefficiente n ve ne foſſe un'al

tro di natura diverſa ; anzi ſe ambi gl'ultimi termini

foſſero affetti da coefficiente diverſo, come ſe l'equazione

foſſe y” dy = cxºdy– eyxº- dx , ſi mutino i ſegni , e

ſarà –yrdy = eyxº- º dx–cxºdy. Oſſervo, che il dif

- mc ftC - I

ferenziale di x º è ney º x "- dx –ncx ny º di

re anº

- ey º - eey 0

- ne – 1

dunque moltiplicando l'equazione per ny” , e divi.
2m C -

- y - ne – 1

dendola per eey7, onde ſia – ny º dy =

-- 2 mc

-

eey º

ne n– 1 - ne- - -

mey 7x dx-nex"y º dy, ſarà integrabile, e l'in

2 mc

v

eev º
- - - - - . y - r - ne – 1 - - -

tegrale ſaràſ– ny “ , dy = xº + b.

- anc mg -

eey e ey g

Ma
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l

- I - nd -

Ma ſe l'equazione foſſe eſpreſſa così , º x dx =

cx"dy-eyx" - dx ; ſenza mutare i ſegni oſſervo, che
- - - - ne i - ne- i - mc -

il differenziale di ey e ſi è nce") º dy –ne º xº- dx ;

x” a “
------ - - 710 - I - - - - ---

. . . . ... -. . . .
- - -

- -

dunque moltiplicando l'equazione per ny º , e divi

dendola per xºº, onde ſia na dx = º

3 ºn - - - -

-- -- -

mc - I anc - , - v . º, se - - – tu .

-
--

---

-

ncx ny º dy–ney 6 x dz, farà integrabile, e farà

-

27 - º - - --- ----------

- nc - --

rintegrale ſarde = ey º ti b. -

x an - -

8. E' ſtato detto da me al num. 7. dell'antece

dente libro, che ogni qual volta il numeratore d'una .

frazione compoſta di una ſola indeterminata, e delle ,

coſtanti, ſia il differenziale preciſo del denominatore,

o pure un proporzionale di eſſo differenziale, l'integra

le della formola è il logaritmo del denominatore, o il

proporzionale di eſſo logaritmo. Ciò vale per tanto an

che quando la formola contenga due indeterminate fra

ſe miſte coi loro differenziali. L'integrale adunque di

dae - dy = dz ( dz è in qualunque modo data per x, o

a +- y

per
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per y) ſarà la Fy= zi: b. L'integrale di dx - dy=dz

2x + 2y

- - - i G - - - - -

ſarà l v x 5 = z - b. L'integrale di 4xdx–4ydy=dz

. . xx-yy

ſarà 2 l xx –yy = z + b '. L' integrale di

sedy - dx - 2 di F 4% ſarà lº xy -ry= z ti b . E

2xy– 2yy - - o a .

generalmente l'integrale di e s - . .

myn eº- de – nº"y"- i dy–m-n Xyº -º- i dy=dz
- -

r X amyº-yºtº v – . -

--

te

ſarà l V x myn–ym + º - z i b; e così di qualunque

altra equazione, che abbia la aſſegnata condizione -
9. Molte equazioni però, ſebbene non anno la ne.

ceſſaria condizione, poſſono facilmente con gli aiuti dell'

algebra ridurſi ad averla. Così l'equazione xdy - vda E-dy

- ſ 3:

non à nel primo membro la condizione, che ſi ricer
v - - -. - - - - - -- - - - - - e e- a

ca; l'avrà però, ſe ſi divida per y, onde ſia

vi, ºd e-dy, e però integrando, º o Fly- + lº
, - -- y - - - -

i ſi Sia l'equazione ardy + 2aydx = sydy; la divido per
- - a - - - - - - – - - - . . . . . - - º

-- t

... e ai sir is º la quale iº integrº
- - - s acy a - -- - -

bile, ſe nel ſecondo termine del primo membro non -

vi
- -e

- a
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vi foſſe il coefficiente 2, ſottraggo adunque la quantità

rdx dall'uno, e dall'altro membro, e ſarà xdy - vix =

ary acy

= dy- ydx , cioè edy + ydx = dy – dx , e però inte
a ary - acy - -

grando, l'ay - , – la + l b.

a.

Sia l'equazione yxdx = xxydy + y'dy Vy – yydy,

la divido per y , e ſarà cdx = xxdy - yydy Vy – ydy,

cioè cdx + ydy = xxdy + yydy v y, e di nuovo dividendo

Per xx + yy , xdx + ydy = dy Vy, ed integrando ,

vx +- yy

i

l V xx + yy = iy? E b.

1o. Dalli numeri 31., e 32. dello ſteſſo ſopra citato

libro terzo ſi ricava, che una qualunque formola com

poſta di una ſola variabile , ſe ſarà il prodotto di qual

ſi ſia quantità compleſſa elevata a poteſtà poſitiva, o

negativa , intiera , o rotta nel differenziale preciſo, o

nel proporzionale del differenziale de termini della .

quantità, ſarà ſempre integrabile, e l'integrale ſarà la

ſteſſa quantità, il di cui eſponente ſia quello di prima,

ma accreſciuto dell'unità, e moltiplicato nello ſteſſo eſ

ponente così accreſciuto, ma inverſamente preſo; cioè,

che è lo ſteſſo , per eſſo diviſa ; o pure eſſo integra

le ſarà un proporzionale di queſto. Nulla meno vale la

l 1 Tc

º
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regola, quando le formole differenziali ſieno ancora -

compoſte di due variabili, e loro differenziali promiſe

cuamente , purchè abbiano la notata condizione.

L'integrale adunque di dx + dy vx y = dz (dz è

in qualunque modo data per x , o per y) ſarà

?

ixx - y = z it b . L'integrale di

i

2,

- dx - ; dy v x = dz ſarà : X3 Xx - y º = z + b2, y y 2, 3 ſy 9

cioè i X x - y * = z + b. L'integrale di 2adx -2bdy= dz

ax - by

ſarà 4v ax + by = z it b. L'integrale di

p” da - 3appdp + 3pqqdq - q” dp = dz ſarà V p” q + q” p =

2 l p” q +- q” p

s- – º

zit b. L'integrale di xdy +-ydx - 2ydy Xb Xxy +yym=dz
ma - ha -

ſarà mb X xy ry m = z it b . L'integrale di

77, +- 74

m - ma

-

sedy - vdx - 2ydy = dz ſarà m X xy + yy º = zit b .

pg ---

m – m Xb
-

mºg

b X xy + yy

E così di mille altre di ſimil ſorta .

Tal

t

t
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Talora però avranno le equazioni biſogno prima

di qualche preparazione. Sia l'equazione xxdx - xydy -

Xydº = dz, (dz è data in qualunque modo per x ) la

moltiplico per x, e ſarà a dx + xxydy + yyxdx = xdz,

cioè cdx X xx - ſyy + ydy Xxx = xdz, che non è la .

condizione neceſſaria; l'avrebbe però, ſe Vdy foſſe al

tresì moltiplicata in yy, aggiungo adunque all'uno, ed

all'altro membro il termine y dy, e ſarà xdx X xx + yy -

ſydy X xx + y'dy= x dz + y'dy, cioè cdx +-ydy X xx + yy=

adz + y' dy, capace d'integrazione, e però integrando,

2,

sex + yy = y* t b + ſsia.
4 -

Ma non è così facile a riconoſcere, quale quanti

tà debba aggiungerſi, o ſottrarſi, o quale altra altera

zione poſſa farſi alle equazioni, a fine di renderle ca

paci del ſuddetto metodo, così che quando le equazio

ni ſieno alquanto compoſte, l'arrivare in queſto modo

al fine ſi potrà dire una fortuna, un caſo ; quindi in .

tali incontri biſognerà ricorrere ai metodi della ſepara

zione delle indeterminate, e però ſia

ii 2 CAPO
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C A P O I I.

Della Coſtruzione delle Equazioni differenziali del primo

grado per mezzo della precedente ſeparazione

delle Indeterminate .

II, DI alcune equazioni, quantunque pochiſſime,

ſuccede la ſeparazione delle indeterminate con le ſole ,

operazioni prime dell'algebra ordinaria. Tale ſarebbe ,

l'equazione xxdx + xydxdy = aady“, in cui oſſervo,

che il primo membro è una formola di quadratica af

fetta dal lato, che ſarebbe un quadrato, ſe vi foſſe di

più la quantità yydy”. Aggiungo per tanto all'uno, ed

4

all'altro membro la quantità yvdy*, e l'equazione ſarà

4

aexdxº - eydxdy - vvdy = aady” - Vydy”, ed eſtraendo la

4 4 .

radice, edx + ydy = dy Vvy + aa, in cui ſono ſeparate

42.

le variabili, e però integrando, xx + yy =
2, 4

ſdy V aa - vv.t b . L'integrale del ſecondo membro

4

dipende dalla quadratura dell'iperbola.

I 2.
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12. Il più delle volte adunque conviene ſervirſi

delle ſoſtituzioni. Sia l'equazione aadx = xxdy - 2xydy -

yydy. Si ponga x - y = z , ( la z è una nuova indeter

minata) e però da - dy = dz, ed xx -2xy t-yy = zz.

Fatte adunque le ſoſtituzioni, ſarà aadz – aady = zzdy,

cioè aadz = dy, equazione, in cui ſono ſeparate le ,

dal +- 22,

variabili.

L'integrale del primo membro dipende dalla retti

ficazione del circolo .

Sia l'equazione xdy + ydx V a “ – xxyy =

acdx + ydy . Oſſervo nel primo membro ,

l xx + yy v xx -yy

che l'integrale di xdy - ydx ſi è ey, e che il quadrato

di queſto integrale ſi trova preciſamente nella quantità

v a –xxyy; adunque ſe porrò cy = z, nel primo mem

bro ſaranno ſeparate le variabili, e ſarà eſſo dzv a “–zz.

Oſſervo in oltre , che nel ſecondo membro l'integrale

di xdx + ydy è xx + y' , e che ſimili a queſto integrale

2,

ſono le quantità nel denominatore; adunque con la ſoſti

tuzio e di xx + yy = 2p ſi ſepareranno le indetermina

te anche nel ſecondo membro, e l'equazione ſarà

dz V a º – 22, r º =

y pºp
Sia
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Sia l'equazione 2xdy– 2ydx = dz (la dz è data in

2,

se –y

qualſivoglia modo per x , o per y ) . L'integrale di

xdy–ydx ſi averà quando ſi divida per xx, e ſarà v.

Suppongaſi adunque v = p., e però adv - vd. = dt , e

2xdy– 2ydx = 2xxdp . Fatta per tanto la ſoſtituzione,

2.

ſarà 2xxdp = dz, e dividendo il numera

a X xx– 2xy + yy

tore, e denominatore del primo membro per xx, ſarà

2dp = dz ; ma ſi è poſto º F p, ed yy=pp,
a X 1 – 2y + yy º a 3 x da

e

adunque ſarà 2adp = dz ; e giacchè l'integrale

aa– 2ap + pp

di queſta equazione è algebraico, anderò avanti per l'in

tegrazione; e però ſia a-p = q, adunque –2adq=dz,

- q1

ed integrando, 2a E b = z . Ma q= a–p, e p = ay,

q -

e però a - ax- ay; reſtituito per tanto queſto valore,
2C

ſarà 2x it b = z, che è la curva dell'equazione diffe

a -,

renziale propoſta. Se in luogo di fare a–pzq, ſi aveſſe

fatto



ANALITICHE LIB. IV. 867

fatto p. –aza, averebbeſi trovato altro integrale, ma

diverſo ſolo ne ſegni.

13. La ſopra ſcritta equazione mi porge occaſio

ne di fare una importante avvertenza; ed è , che le ,

curve non ſolo mutano tal ora natura nel prendere le

ſommatorie, o ſemplicemente, o coll'addizione della .

coſtante, il che è ſtato notato fino dalla prima origine

delle quantità infiniteſime, ma alle volte ci ſi preſen

tano pure formole tali, che ammettono integrazioni

affatto diverſe, e ci ſomminiſtrano curve di vario ge

nere anche ſenza aggiungere coſtante alcuna, il che ,

merita qualche rifleſſo.

Per mezzo della ſuppoſizione y = p è ſtata inte

º d

grata l'equazione 2xdy– 2ydx = dz, e l'integrale ſi è

a –y

trovato, eſſere 2x = z, ommeſſa la coſtante. Faccio

º –y

ora la ſuppoſizione di x = p , e tento l'integrazione;
9 de

ſarà dunque ydx - sedy = dp., e però 2xdy– 2ydx =
ſyy d -

– 2yydp, e ſoſtituendo, ſarà l'equazione – 2dp = dz;

-
-

- a X xx-2x+1

y y

II13
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ma x = p, dunque –2adp = dz ; e fatta -

ſy a pp – 2ap + aa

p–azq , – 2adq = dz, ed integrando, 2a - z ; quin

qq q

di reſtituiti i valori, 2y = z, integrale della propoſta

a –y

equazione differenziale, e diverſo dal primo.

Altro integrale della propoſta formola diverſo dai

primi due ſi è e - y = z; ed in fatti differenziando,

a Fy

ſarà xdx –ydx + xdy– ydy–xdx –ydx + xdy + ydy= dz,

-

a –y

e cancellati i termini, che ſi elidono, 2xdy– 2ydx = dz,

2,

se –y

che è l'equazione da prima propoſta.

Siadzzdy, e la propoſta equazione 2xdy – 2ydx =dy.

2,

x –

Se mi ſervo del ſecondo integrale io naſce l'e

quazione 2y = y, e perciò 2 + y = x, luogo al trian

- x-y

golo. Se poi mi ſervo del primo, e del terzo integra

le ponendo 2x = y, ovvero a + y = y, la curva è del

a Fy a –y

ſecondo grado.

Ge
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Generalmente ſia 2xdy– 2vdx = yºdy . Adoperata

2,

a – y

la prima, e la terza integrazione, la curva indi na

ſcente monterà al grado m -2, mentre ſia m numero

poſitivo; fatto uſo della ſeconda, la curva reſterà un .

paſſo addietro. -

14. Ma oltre che nè meno il metodo delle ſoſti

tuzioni è univerſale, la maggiore difficoltà ſi è , che

per lo più è molto difficile il ſapere, quale ſoſtituzione

debba farſi, per non operare a caſo, e gittare molta

fatica inutilmente. Tuttavia però ſi procederà con la .

totale ſicurezza in tutte quelle equazioni, nelle quali la

ſomma degli eſponenti dell'incognite ſia la ſteſſa per

ciaſcun termine, e ſuccederà ſempre la ſeparazione del

le indeterminate ; nè importa che ſieno eſſe equazioni

affette di radicali , o di frazioni, o di ſerie , e che i

coefficienti, e ſegni ſieno in qualunque maniera . La .

ſoſtituzione da farſi in tutte queſte equazioni ſarà col

porre una delle variabili eguale al prodotto dell'altra -

in una nuova variabile di modo, che ſe l'equazione è

data per x, ed y, ſi faccia x = yz , o pure y = xz ;
dº de

(per lo denominatore a ſi intenda una qualunque co

ſtante a piacere) e però di - edz + zdx, e fatte le ſo
al

ſtituzioni, ſi arriverà ad un'altra equazione, la quale

k k ſarà
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ſarà ſempre diviſibile per tanta poteſtà dell'indetermi

nata x, quanta era la ſomma degl'eſponenti di x, ed

3 in ogni termine dell'equazione propoſta, quindi fatta

la diviſione, la lettera x non oltrepaſſerà la prima po

teſtà, e ſarà ſempre moltiplicata in dz, onde ſi ridur

rà l'equazione in modo, che da una parte vi ſia dx,

º

e dell'altra dz con le ſole funzioni di z, e così ſaranno

ſeparate le variabili. Imperciocchè chiamando A tutti

que termini, che ſono moltiplicati nella dy, e B quel

li, che ſono moltiplicati nella dx , l'equazione ſarà

Ady = Bdx, e le A, B ſono date promiſcuamente per

se, ed y. Ora poichè le dimenſioni della lettera y aſ

ſieme con le dimenſioni della lettera x in ogni termi

ne fanno lo ſteſſo numero, ſe in luogo di y ſi porrà

az , ne verrà, che in ciaſcun termine delle quantità

dº

A, B la lettera e abbia la ſteſſa dimenſione, che pri

ma avevano x, ed y aſſieme ; per lo che, ſe queſta .

dimenſione ſi chiamerà n, l'equazione ſarà diviſibile per

se”, rimanendo ſolo 2 , a , dy, dx . Suppongaſi , che

dopo la ſoſtituzione di xz , e dopo la diviſione per en
a

ciò, che rimane nella quantità A, ſia C; e ciò, che

rimane nella quantità B, ſia D; ſarà l'equazione Cdy =

Ddx, e le C, D ſono date per z, e per le coſtanti, ma

dy =
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dy= xdz + zdx; adunque ſarà l'equazione Credz + Czdx =

d d

Ddx, cioè Dadx-Czdx=cxdz, e però ds - Cdz ,

º Da–Cz

e così le indeterminate coi loro differenziali ſaranno ſe

parate, e l'equazione coſtruibile, almeno per le qua

drature . -

E' indifferente il porre y = zº, o pure x = yz,

d - d

poichè sì nell'una, come nell'altra maniera ſi ſeparano

ſempre le indeterminate; ma alle volte una ſoſtituzione

piuttoſto, che l'altra ci darà l'equazione più ſemplice,

e di minori termini, o la coſtruzione più facile, e più

elegante; quindi non ſarà mal fatto il provarle tutte ,

due, ed in fine appigliarſi a quella, che riuſcirà la

migliore. -

E S E M P I O I.

Sia l'equazione xxdy = yydx - xydx. Pongo y=zz,

e però dy = xdz - zdx ; fatte le ſoſtituzioni , ſarà

a dz - zxxdx = xxzzdx - zxxdx, e riducendo al comun

5- dal a - -

denominatore, e dividendo per xx, ſarà axdz - azdx =

zzax - azdx, cioè azdz = zzdx , e dx = dz .
a 27 zº,

Kk 2 ESEM
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E s E M P I o II.

Sia l' equazione sexdy = yydx + xxdx. Poſta y = ez,

dy = edz - zdx, e fatte le ſoſtituzioni, ſarà e' dz - zxxdx =

d a

zzxxdx + xxdx, e riducendo al comun denominatore,

ade

e dividendo per xx, ſarà azdz + azdx = zzdx +- aadx,

-

cioè zzdx – azdx - aadx = axdz , e però da -

ºg

adz . Facendo poi l'altra ſoſtituzione x = yp,

22 - a2, +- alal - a

e dx = ydp - pdy , ſarà ppyydy = y” dp - pvvdy -

ad ded

2 ppdºit pºvydy, e dividendo per yy, appay = aaydp -

a º

aapdy + yppdp + p'dy , cioè apply – aapdy – p dy =

aaydp + yppdp, e però di z aadp - ppdp

ſy app – aap –pº

-

ESEM
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E S E M P I O I I I.

Sia l'equazione dy v xx +yy = ydx. Poſta y = xz ,

e dy = xdz - zdx, e fatte le ſoſtituzioni, ſarà -

al -

edz + zdx V xxzz + aaxx = zxdx, cioè

d d d

sexdz + zxdx v aa - zz = azxdx, e dividendo per x ,

ºdz º aa - zz + zdx v aa - zz = azdx, o ſia

adz V aa +-zz = azdx –zdx V aa +-zz, e però

dz V aa + zz = dx . Se aveſſi poſto x = pp , avrei

az– z l aa +- zz º dº

avuta l'equazione dy = dp

º v da pp –p

15. Ma alle volte i differenziali medeſimi die, e ,

dy aſcendono a dimenſioni più alte, eſſendovi per altro

nelle equazioni la condizione eſpreſſa di ſopra. In que

ſti caſi la ſoſtituzione, come prima, fatta di xz in .
-

- a ,

luogo della y (laſciando per ora intatta la dy ) renderà

ogni termine dell'equazione diviſibile per la ſteſſa po

teſtà di x, e vi reſteranno ſolo nell'equazione z, dx ,

-
-

c
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e dy con le coſtanti date, ed aſſunte, ma non più la x.

Ora perchè in luogo pure di dy ſi deve porre zdx + x dz,

d

con che di nuovo ſi introduce la lettera x, ſi faccia .

sedz = dt, ed in luogo di dy ſi ſcriva zdv - adt, e l'e

dd

quazione averà ſolamente z, dt, dx con le coſtanti da

te, ed aſſunte, ma non più x . Si faccia a a u :: dx,

dt, ed in luogo di dt ſi ponga da pertutto udx , ne ,

dº

verrà un'equazione libera dalle quantità differenziali,

in cui ſi avranno le ſole u, z , e le coſtanti per una

curva algebraica. Per mezzo di queſta curva ſi trove

ranno i valori reali della u; ſieno adunque queſti A,

B, C ec. in modo, che ſia u E A, u = B, u = C ec.,

ſaranno A, B ec. date ſolamente per z, e per le co

ſtanti, e ſarà dx = adt, dx = ad ec., e perchè dt =

- A B -

sedz, ſarà dx = xdz, dx = xdz ec. ; onde finalmente ,

– TAT B. -

dx = dz, dx = dz ec., ed i logaritmi della x ſaranno di

- 7- - -

rettamente proporzionali agli ſpazi compreſi dalle cur

ve, delle quali le aſfiſſe eſſendo z, le ordinate ſieno -

reciprocamente proporzionali ai valori di ſopra ritrovati

della quantità u , e tante ſaranno le curve, che ſod

disfaranno, quanti ſaranno i valori reali fra ſe diverſi

- - - della
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della lettera u , avvertendo però, che l'aggiungere la

coſtante nelle integrazioni delle equazioni da - dz ,

- -

dx = dz ec. può nuovamente diverſificare le curve , ,
- -

37 B

che ſoddisfanno al queſito, e raddoppiare ſpeſſe volte

il numero loro. Sarà dunque l e - allo ſpazio di quel

la curva, che abbia per aſfiſſa z, e per ordinata 1 ,
-

-

1 ec., cioè eguale all'integrale di dz, dz ec.; quindi,
B A B

prendendo z arbitraria, il logaritmo della x ſarà dato,

e per conſeguenza anche data la corriſpondente x or

dinata nella logaritmica. Data adunque la x, per mez

zo dell'equazione y = xz, ſarà anche data la v , cioè

-
a

ambe le coordinate dell'equazione differenziale propoſta,

o ſia della curva, che ſi cerca. A miſura de diverſi

valori, che ſi daranno alla z, ſaranno anche diverſi i

punti della ſteſſa curva cercata.

E s E M PI O .

Applicherò la regola ad un'eſempio: ſia l'equazio

ne xxdy” - ºydxdy = xxdx . Si faccia adunque y = xz,

e collocato queſto valore nell'equazione in luogo di y,

- - aVC
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averemo axxdy - exzdxdy = axxdx , e fatta la diviſio

ne per xx, ſarà ady + zdxdy = adx º , onde ſi vede,

che x , e le ſue funzioni interamente ſpariſcono, re

ſtandovi ſolo z, dx, dy con le loro funzioni. Ma per

chè collocando in luogo di dy il ſuo valore zdx - xdz

- de

s'introdurrebbe di nuovo nell'equazione la x, ſi faccia

sedz = dt, e però dg = zdx + adt, e l'equazione ſarà

al d.
-

- zzaxº + 2 nzdxdt +-aadtº +- zzlx º + azdxdt = adx º , cioè

a d

2zzavº - 3azdxdt + aadt * = aadx”, in cui entrano le ſo

le z, dx, dt con le loro funzioni. Di nuovo ſuppoſta

dt = udx, e fatta la ſoſtituzione, ſi arriva alla eſpreſ

dº

ſione puramente algebraica 22 z -32u + uu = aa, adun

que averemo il valore di u dato algebraicamente per z,

e le coſtanti. Ma di - udx = xdz, quindi dx = dz,

- d d - –

nella quale equazione eſſendo u data per z, ſono ſepa

rate le variabili. Deſcritte adunque le curve, delle qua

li le affiſſe eſſendo z, le ordinate ſieno reciprocamente

proporzionali ai valori di u , averemo la x, ed indi la

5, per la ſoſtituzione fatta di y = xz ,

-

-

-

16. Di queſta equazione però, che 6 preſa per

eſempio, ſiccome d'altre ancora ſuccede, che ſenza.

ſervirſi di queſto metodo, ſi poſſano ridurre facilmente .

al
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r- - - - - - -

-
-

al metodo del num. 14. Ed in fatti , ſe all'uno, ed

all'altro membro della ſuddetta equazione xxdyº -

ºydzdy = xxdx aggiungaſi il quadrato º ºds', eſſa -

ſarà xxdy + xydxdy t-vydx = xxdx + ydv , e ca-.
4 4

vando la radice, edy - ; ydx = dx V ex + vy, ed ec

4

cola ridotta al ſuddetto metodo generale del num. 14.

O pure traſponendo il termine xydxdy, ed aggiungen

do il quadrato ; ſyydy*, onde ſia xxdy - º yydy- E

sexdx – xydxdy r-:pydy” , ed eſtraendo la radice , ,

dy V xx + i ſyy = xdx –ydy, ridotta allo ſteſſo metodo.

2,

17. Le equazioni, che contengono differenziali fra

loro miſti, ed elevati a poteſtà qualunque, non ſolo poſ

ſono coſtruirſi nel caſo conſiderato al num. 15., che ,

ſuppone eguale la ſomma degli eſponenti delle variabili

in ciaſcun termine, ma generalmente in qualunque mo

do ſieno eſſe equazioni, purchè l'una delle due indeter

minate x, o y manchi. Ciò ſi farà ponendo dx = zdv,

ſe manca la x; o dy = zdv, ſe manca la V, eſſendo la

a

z una nuova indeterminata, ed a una coſtante qualun

l 1 que
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que. Imperciocchè con tale ſoſtituzione, per eſempio,

di zdy in luogo di dx nella propoſta equazione, è mani

feſto, che ne naſcerà un'altra, la quale ſarà diviſibile

per la poteſtà della dy per modo, che ſi troverà com

poſta di ſole quantità finite, e però ſi averà la z data

per la ſola y, e le coſtanti, e la relazione della y alla z

ſarà eſpreſſa da un'equazione, o ſia curva algebraica.

Nella equazione adunque da Ezdy poſto in luogo di dy
dº

il valore, che ſi ricaverà da tale equazione algebraica,

ſi averanno ſeparate le variabili,

E s E M PI o I.

Sia l'equazione»ydy' dx = adx - 2adx dy - ady“.

Pongo dx = zdy ; fatte le ſoſtituzioni in luogo di dx, e
dº

ſue poteſtà, averemo l'equazione zºdy = zºdy -

(2 a º

2zzdy* +-ady“, e dividendo per dy“, ſarà zy = zº -

d
(2 3

+-2zz + a , e però , Ez + 2z - aa, e dy = 3zzdz -
– ad º aa

2dz-aadz, adunque zdy = dx = 3z'dz + 2zdz – adz .
-

22 - dº a º (2 - 2. -

l

Si
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Si faccia paſſaggio all'integrazioni , ſarà dunque x =

3zº - zz– l z , preſo il logaritmo nella logaritmica -

4a7 a -

della ſottangente a. Quindi ſi anno i valori delle due

coordinate e, p della equazione differenziale propoſta -

per mezzo di due curve, che anno la comune indeter

minata z. Per avere la coſtruzione ſi proceda così.

Nell'aſſe QE (Fig. 1.) preſe le aſſiſe, ſi deſcriva

la curva DA H dell'equazione y = z - 2z -aa, e la
da 2

curva RIK dell'equazione x = 3zº - zz– l Z, ſaranno

4a º a

le EH = y, EK = x le coordinate della propoſta cur

va differenziale, per la coſtruzione della quale, fatta .

CM parallela ad EK, ſi produca KM in N, onde ſia

ſempre MN = E H; e la curva NBN ſarà la ricercata.

E S E M P I O I I.

Sia l'equazione y' dx º + aaydydx* = a 'dy” . Pongo

dx = zdy; fatte le ſoſtituzioni , averemo zºyºdy +

a a º

aaz ydy - a'dy', e dividendo per dy”, zºy' - a 'zºy=

a *

a “ ; ſarà adunque la z data per la ſola y, e le coſtan

ll 2 ti,
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ti, e però nell'equazione dx = zdy ſaranno ſeparate le

a

variabili . -

Per avere la curva della propoſta equazione diffe

renziale. All'aſſe CE, (Fig. 2. ) ſi deſcriva la curva IK

dell'equazione z y' - a 'zºy = a , eſſendo le CM = y,

MK = z; in KM prodotta ſi prenda MN eguale allo

ſpazio CMKI diviſo per a, ſarà MN - ſi = x 3

de

ed il punto N in curva.

18. Si può rendere più generale il metodo del

num. 14. col trasformare le equazioni, che non anno la

condizione delle ſomme eguali degli eſponenti, in altre,

che abbiano eſſe ſomme eguali, e ſiano in conſeguenza

ſoggette al canone di eſſo numero. Ciò in due maniere

ſi può fare. L'una ſarà di ſervirſi di congrue ſoſtitu

zioni , delle quali però non v'è regola alcuna, ed i

foli eſempi poſſono farcene acquiſtare l'induſtria; L'al

tra alterando gli eſponenti della propoſta formola, o

equazione a fine di determinare almeno, in quali caſi,

e con quale ſoſtituzione poſſa riuſcire di trasformarla in

una equivalente, in cui ſi verifichi la condizione pre

ſcritta ; così ſe non ſi potranno generalmente ſeparare

le variabili, ſi determineranno infiniti caſi, ne quali la

ſeparazione ſuccede.

ESEM
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E S E M P I O I.

E quanto alla prima maniera : ſia l'equazione ,

dx v aaxx - az' = zzdz , che non è la neceſſaria con

dizione. Faccio zº = ayy, e differenziando zzdz = 2aydy;

3

e però, fatte le ſoſtituzioni, dx V. aaxx + aayy = 2aydy,

3

eſpreſſione, che può trattarſi col metodo del num. 14.

Si può avere l'intento anche ponendo l aaxx - az' = au,

e però aaxx + az' = aauu, e differenziando, 2aaxdx -

3azzdz = 2aaudu, cioè zzdz = 2audu – 2axdx, e fatte

3

le ſoſtituzioni, udx = 2udu – 2xdx .

–

E S E M P I O I I.

Sia l'equazione x' dx + xxdy = dy. Faccio V a t-y=z, -

- a+ y

e però a - y = zz, e dy = 2zdz, e ſoſtituendo, x' dx -

2xx dz = 2zdz . Ma queſta ricerca in oltre un'altra pic

cola riduzione; pongo per tanto xx = u, e però a “zuu,

c
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e 4x dx = 2udu, quindi ſurrogati i valori, ſarà finalmenº

te udu + 2udz = 2zdz , il che ec.

2
- -

19. Paſſo alla ſeconda maniera con alterare gli eſpo

nenti, e però prendo l'equazione generale di tre termini

ay” x” dx + by 7x Pdx + cx ry dy=o, in cui i ſegni poſſo

no eſſere, comunque ſi vuole, poſitivi, o negativi. Se

foſſe n + m =q - per + s, ſarebbe il caſo del num. 14.;

ma ſuppoſto, che fra le ſomme degli eſponenti non vi

ſia queſta eguaglianza, ſi ponga y = z”, onde dv -

tzº- . dz, y =zº, y 1= zº1, yºzzº, e fatte le debite ſo

ſtituzioni nella propoſta equazione, ſarà -

azºtx mdx - bz1 x Pdx + tcx rzº rº- . dz = o . Ma per

la condizione del ſuddetto num. 14. fa di meſtieri, che

ſia nt - n = qt - p = r + st + t- 1; dalla prima equazio

ne adunque nt - m = qt +p caveraſſi il valore dell'eſpo

mente aſſunto t = p – m, il quale ſoſtituito nella ſecon

m– q

da qt - per i-st + t– 1, o ſia s - q + 1 Xt = p– r - 1,

ci darà s – q - 1 X p–m = p-r - I X n– q , che è

la condizione, che devono avere gli eſponenti della .

propoſta equazione, verifieandoſi la quale, ſarà ſempre

riducibile al canone del num. 14., e la ſoſtituzione da

p - m

farſi ſarà p = zº71 .

Se
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.

Se in luogo di porre y = zº aveſſi poſto x = zº ,

averei trovata la medeſima condizione da verificarſi ne

gli eſponenti, ma ſarebbe ten–a, e però la ſoſti

- p-m
n – q

tuzione da farſi x = ze- m .
p – m

Può darſi, che la ſoſtituzione y = z - a diven

ga impoſſibile, cioè quando ſia p = m, o n = q; ma -

ſi avverta, che in queſti caſi le indeterminate ſono ſe

parabili ſenza biſogno di riduzione.

Nella equazione canonica ay” x º dx - by1 x Pdx +

cx 'y' dy = o, ſe oltre la ſuppoſizione di y = zº, ſi porrà

ancora x = ui, fatte tutte le ſoſtituzioni , ſi troverà

l'equazione aizºtum + i- du - biz4'ulp + i- du -

ctuirzº + º- i dz = o ; dal paragone degli eſponenti del

primo, e ſecondo termine caveraſſi nt + im - i – 1 = qt -

ip - i – 1, cioè tra i Xp – m; dal paragone di quelli

7 T7

del ſecondo, e terzo ſi troverà ir - st + t– 1 = qt +

ip - i – 1, o ſia t X s– q + 1 = i Xp- r + 1, e poſto

in luogo di t il ſuo valore, i Kp – m X s – q - I =

i X n – q X p – r - i , che è la condizione, che de

vono avere gli eſponenti dell'equazione propoſta; ma .

la lettera i ſpariſce dalla condizione, dunque è ſtata

affatto ſuperflua la ſeconda ſoſtituzione di x = ui, dal

che
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che s'inſeriſce, che tutte le formole al canone del num.

14. non poſſono ridurſi generalmente, ma ſolo quelle,

in cui ſi verifichi la condizione p – m X s – q+ 1 =

n – q X p– r + 1 . Iſteſſamente ſi diſcorra dell'altre,

che quanto prima maneggierò, compoſte di maggior

numero di termini . -

2o. Creſcendo il numero de termini oltre il tre,

creſce iſteſſamente il numero delle condizioni, che de

vono avere gli eſponenti delle equazioni, acciò ſieno

riducibili al metodo del num. 14. Prendo l'equazione

canonica di quattro termini ascºy”dx - bx Py1 dx +

cx ry dy - fa º yºdy. Poſta y = zº, dy = tzº - . dz, e ,

fatte le ſoſtituzioni , ſarà azº x º dx +- bz.4 x P dx +

tex zºº + º - . dz - fts e zººt - . dz . Deve adunque ,

eſſere nt + m = qt + p, onde ſi caverà il valore dell' eſ.

ponente aſſunto tz p –m . Deve eſſere pure ri-st -

- n. 7

t – 1 = qt-f-p, o ſia st- qt + t = p– r + 1 , e poſto

il valore di t. ſarà s – q+ 1 Xp– m -p–r + 1 Xn–q,

prima condizione. Ma in oltre deve eſſere e - tu - t-1=

qt - p, o ſia tu-qt + t = p– e + 1 , e poſto il valore

di t, u– q + 1 X p-m = p- e + 1 X n– q, ſeconda

condizione. Se adunque gli eſponenti d'una propoſta .

equazione ſaranno tali, che ambe le ritrovate condi

zioni ſi verifichino , ſarà eſſa riducibile al caſo del

ml] m.
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p – m

num. 14., e la ſoſtituzione da farſi ſarà , z zº- 1 .

Se le equazioni avranno cinque termini, le condi

zioni da verificarſi ſaranno tre, e così ſi vada diſcor

rendo.

V

E S E M P I O .

Sia l'equazione ay'xdx + byyxids = cxdy . Parago

nata queſta con la canonica, ſarà n = 3, m = 1, q= 2,

p = ; , r = 1 , s = o ; e perchè nel preſente caſo ſi ve

rifica la condizione s – q + 1 X p-mzp– r+ 1 X n–q,

-

- -

dandoci – 1 X – ; = i X 1, che è una verità, ſarà

riducibile al metodo del num. 14. l'equazione, e la ſo

- p- m - i

ſtituzione da farſi ſarà , z zº- 4 = z º. Pongo adun

– i – 3 – 3
1

que y = z º, dy = – : z º dz, y” = z º,yy=z-”,

- - 3 r

e fatte le ſoſtituzioni, trovo az * xdx +-bz - i x º dx=

- 3

– i caz . dz, ed eccola ridotta al caſo del ſuddetto

rill IT1CTO e

21. Ma ſenza rapportare le particolari equazioni

alle canoniche, tornerà forſe più comodo il maneggiar

le ſole collo ſteſſo metodo.

m In ESEM
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E S E M P I O I.

1 I I

Sia adunque l'equazione ay 5 x º dx – bx 'dy =

ſy

exxydy. Pongo x = zº, dx = tz - dz ; fatte le ſoſti

I It -- t - I

tuzioni, ſarà tay 3 z 5 dz–bz3 y- i dy = czºydy,

ma deve eſſere 1 + 1 It + t- 1 = 3t– 1, quindi rica

3 G

vot = 2, il qual valore poſto in luogo di t mi dà l'e

I 14

quazione 2ay 3 z 5 dz –bzºy- dy= cz “ydy, che è ap

punto il caſo del num. 14. La ſoſtituzione da farſi è

adunque x = zz .

E S E M P I O I I.

I 4 4.

Sia l'equazione x º dx +-y º dx + x 4 ydy = y 'dy .

Pongo y = z”, e dy = tz - 'dz, fatte le ſoſtituzioni ,

– 4 º 4

ſarà x º dx +- z 3 dx +-tx 4 z º + º - i dg = tz 3 t - t – 1 dz.

- l – 4? - - - – 3 - -

Ma deve eſſere i - i , quindi ricavo tre i , il qual

-

valo
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i;

li

i

-

valore poſto in luogo di t mi dà l'equazione

li li 3 3 - 1 li

a dx -z º dx - i x 3 z º dz = º zºdz, che appun

to è il caſo del numero 14. La ſoſtituzione da farſi è

i;
adunque y = z º .

E S E M P I O I I I.

Sia l'equazione ayyxxdx - baz - cyxdx - fe“yydy=o.

Pongo y = zº, dy = tzº- . dz; fatte le ſoſtituzioni, ſa

rà azºxxdx - base - c/º sedx - tfeºzº + º- º dz = o .

Ma deve eſſere 2t - 2 = t - 1 , quindi ricavo tz– 1 ,

il qual valore poſto in luogo di t mi dà l'equazione ,

azzdv - bdx + cxdx – fa “dz = o, che è appunto il

22, 2, zº -

caſo del num. 14. La ſoſtituzione da farſi è adunque ,

ſy r . I .

2.

22. Reſo più generale il metodo del num. 14.,

paſſo ad un'altro, che è pure generale nel ſuo gene

re. Comprende queſto tutte quelle equazioni, nelle quali

nè le indeterminate, nè i loro differenziali oltrepaſſano

la prima dimenſione.

Sia per tanto l'equazione differenziale generale, che

abbraccia tutti i caſi poſſibili, ne' quali le variabili, e loro

IT] ITl 2 dif
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differenziali non aſcendono oltre la prima dimenſione

axdx +-bydy + cydx -gardy - fix - hdy = o . I coefficienti

a, bec. poſſono eſſere affermativi, o negativi, ed anche

zero, conforme portano le circoſtauze dell'equazione -

particolare, che ſi vuole coſtruire. Intorno a queſta equa

zione oſſervo in primo luogo, che ſe ſarà c = g, eſſen

do c, e gambe poſitive, o ambe negative, l'equazio

ne potrà integrarſi ; imperciocchè ſarà + c X ydx - xdy=

– axdx – bydy – fax – hay, ed integrando, tcxy=

- axx - bvy –fx – by. Ma non eſſendo crea , fac

- º 2.

cio x = p - A, y = q+ B ; le p, e q ſono due nuove ,

indeterminate, e le A, B due coſtanti arbitrarie da fiſ

ſarſi nel progreſſo. Sarà dunque da Edp, dy = da, xdx =

pdp - Adp, ydy = qdq - Bdq. Collocati queſti valori nella

equazione principale propoſta, naſcerà la ſeguente

apdp + aAdp + bqdq - bBdq - cqdp + gpdq

+- c Bdp + gAdq - O ,

+ fdp +- hdq

Se in queſta equazione ſvaniſſero i termini ſecon

do, e quarto, ſarebbe eſſa il caſo del num. 14., e ſi

ſaprebbero ſeparare le indeterminate, ma ſvanirà il ſe

condo termine ſe ſia aA - CB + f= o, ed il quarto ſe

ſia b B - gA -b = o ; quindi da queſte due equazioni ſi

determinano i valori dell'aſſunte A, B, talchè la nuova

equa
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i2.

equazione ſia il caſo del ſuddetto num. 14. Sarà per tanto

A = –cB-f, B= –gA- h, cioè A = bf-ch, e,

al b cg – ab

B = ab – fg. Se adunque ſi faranno le ſoſtituzioni

cg – ab

v= p -ºf-ch, y= q - ab –fg , naſcerà un'equazio

cg- ab cg – ab -

ne da maneggiarſi col metodo del num. 14.

Se in una particolar equazione ſuccedeſſe, che foſſe

bf= cb, ovvero ah =fg di modo, che o l'una, o l'altra

delle coſtanti aſſunte foſſe zero, ſarebbe indizio, poterſi

ottenere l'intento con una ſola ſoſtituzione. Sia per ca

gion d'eſempio bf– ch = A = o ; in tal caſo, laſciata .

cg– ab

la quantità x colle ſue differenze, baſterà in luogo di y

ſoſtituire q+ B, e proſeguire a norma di quanto è ſtato

detto di ſopra. -

Che ſe foſſero nulle ambe le grandezze A, B, in

sì fatta ipoteſi averebbeſi bf= ch, ab = fg, ed in con

ſeguenza ch = ab = f; dunque eg = ab, con che non

b g -,

anno più luogo le ſoſtituzioni praticate. Ogni qual volta

adunque ſia cgzab, ſi faccia la ſoſtituzione az - cy = z,

e ſi tolga dall'equazione la V , e dy. Sarà adunque -

y = z – ax, dy = d.: - adº ; fatte le ſoſtituzioni nella

equa
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equazione principale, ſi avrà azdx +

bzdz – abxdz–abzdx + aabxdx + zdx – axdx -

CC

gxdz – agxdx +flx - biz – abdx = o, cioè elidendo

C C - -

il primo termine col ſettimo , e riducendo al comun

denominatore, bzdz– abxdz –abzda - aabxdx - cozdz -

cgxdz– acgxdx + cofix - chiz-achdx = o ; ma poichè

cg = ab, il ſecondo termine clide il ſeſto, ed il quarto

il ſettimo, onde rimane badz –abzda - cozdz -cofix -

chiz=achix, cioè bada - chdz = dx

- abz-cez – cefrach -

- l -

- - - - - -

- -- --

E s E M P I o I.

Sia l'equazione avix - 2aydx - bzdy – abdy = o

Faccio x =p + A, y= q + B, dx = dp, dy = da ; fatte le

ſoſtituzioni, l' equazione ſarà -

apdp - a Adp - 2aqdp - bpdq + bAdq = o,

+ 2aBdp º – abdq

L'ultimo termine ſvanirà, ſe ſia ba-ab = o, cioè

A =a ; ſvanirà il ſecondo, ſe ſia 2AB+ aA = o , cioè

B=– f, le ſoſtituzioni ſono adunque sez p + a, y=q– ºa,

e l'equazione ſi riduce al caſo del num. 14.

) Sva
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Svaniti i ſuddetti termini nell'equazione, ſi può

eſſa integrare per mezzo del num. 4. ſenza ſervirſi del

num. 14.

E s E M P I o II,

sia l' equazione 2axdx – 2bydy – 4aydx +-bxdy –

aadx =o. In queſta il coefficiente 2a corriſponde ad a

della canonica, – 2b alla b, – 4a alla c , b alla g, e

ſi dà il caſo, che ſia cg = ab riſpetto alle coſtanti della

canonica; faccio adunque la ſoſtituzione zax –4ay = z,

e però , - 2ax – z, dy = 2adx –dz; quindi eliminate

4a 4a

le y, e dy, averemo 2axdx –

8aabxdx + 4abzdx + 4abxdz-zbzdz - 2axdx - zdx +

I 6aa -

2abxdx – badz – aadx = o , cioè 4abzdx – 2bzdz -

16aazdx– 16a dx =o, e però da F - 2bzdz

4abz + 16aaz -16a

23. Sì le notate equazioni, come quelle ancora di

grado ſuperiore, poſſono maneggiarſi per mezzo di una

ſola, ma più compoſta ſoſtituzionè. Ripiglio l'equazio

ne canonica di ſopra dxdx - bydy + cyds -gxdy -fds -

bdy = o, perchè quelle di grado ſuperiore portano a .

calcoli troppo longhi, e ciò, che dirò intorno a queſta,

- - ba
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baſterà per far vedere, come debbano quelle trattarſi.

Pongo adunque x = Ay - p - B, nella quale equazione

ſuſſidiaria la p è una nuova indeterminata, a cui non .

ſi prefigge coſtante alcuna, perchè ſarebbe ſuperflua,

come ſi può conoſcere, facendo l'operazione; le A, B

ſono due coſtanti da fiſſarſi nel progreſſo. Poſta adun

que x = Ay + p + B, ſarà dx = Ady+ dp, xdx = AAydy -

Apdy - ABdy - Aydp - pdp - Bdp, quindi ſurrogati queſti

valori nell'equazione canonica, ſarà eſſa trasformata .
nella ſeguente r

aAAydy -aApdy - aaydp -apdp e aaBy -aBip

bydy + gpdy - cydp + gBdy - fap =o.

cAydy - - fAdy

gAydy - hdy

Conviene adunque procurare di fare ſvanire alcuni

termini di queſta equazione, fiſſando opportunamente le

arbitrarie aſſunte A, B, e con ciò renderla capace del

fine, che ſi pretende; quando però ſi verifichino alcu

ne condizioni, che naſcono da valori delle A, B . Se

adunque mancaſſero i due termini ſecondo, e terzo,

farebbero ſeparate le variabili, ed integrabile l'equazio

ne. Ma acciò ſieno nulli eſſi due termini, biſogna, che

ſia aA +-g = o riſpetto al ſecondo, ed aA + c = o riſ

petto al terzo, ed in conſeguenza grec; ma poſto ciò,

l'equazione principale era già integrabile ſenza l'aiuto

d' alcuna operazione . . .

- a

Se
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Se foſſero nulli i due ultimi termini, l'equazione ſareb

be ridotta al canone del num. 14., ma acciò eſſi ſpariſca

no, convien , che ſia aB +-f = o riſpetto all' ultimo,

cioe B = –f, ed aAB+ gB -fA - h=o riſpetto al quin

de -

to, ma ſurrogato il valore di B, ſarà – Af-gf e
a

Af + h = o, cioè ah = gf. Non poſſono adunque ſpa

rire gli ultimi due termini, e così per eſſi ridurſi l'equa

zione, ſe non nel caſo particolare, che ſi verifichi la .

condizione ah = gf.

Si procuri adunque di togliere il primo, e quinto

termine, con che l'equazione ſarà ridotta al caſo de'

numeri 4. , e 6. Adunque ſarà riſpetto al primo termine

aAA+ b - c A +-gA = o, cioè AA + c A + gA = – b,

a de

da cui ſi ricaverà il valore dell'aſſunta A ; trovato que

ſto, ſcopriraſſi quello di B dal quinto termine, e ſarà

B = –fA– b, e la nuova equazione verrà ad eſſere ,

aA - 8 -

aA -g Xpdy - aA - c Xydp=-apdp– Blp-fip, che

ſi coſtruirà per mezzo del num. 4., ſe i coefficienti de'

due primi termini ſaranno ambi poſitivi, o negativi; e

per mezzo del num. 6., ſe uno ſia poſitivo, negativo

l'altro .

In Il Ma
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Ma per ottenere la bramata ſeparazione, baſterà far

ſvanire il primo termine dall'equazione ſuſſidiaria, po

nendo aAA - ca - g4 + b = o , mentre poſta E o la

coſtante aſſunta B, che in queſto caſo rieſce ſuperflua,

reſterà l'equazione – apdp – fip = aA +g X pdy -

fA - X dy - a A - e Xydp, nella quale ſi ſeparano le ,

variabili col metodo, che prenderò a ſpiegare nel nu

mero, che ſiegue; o pure con l'antecedente per mezzo

di una facile preparazione, cioè facendo Aa - g Xp -

fA - h= q, e differenziando Aa + g X dp = da ; dunque

ſoſtituendo, – apdp –fdp = qdy - Aa - c Xydq . Si dee

- Aa -g

però riflettere, che nel fare uſo di queſte formole bene

ſpeſſo s'inſinuano le quantità immaginarie naſcenti dalla

equazione quadratica affetta dal lato aAA+ cA + gA+

b = o ; ed eſſe non ſolo ſi rinvengono nelle grandezze

coefficienti, ma paſſano talvolta negli eſponenti; e per

chè ſin ora non ſi ſanno maneggiare, fa d'uopo evi

tarle, e fra vari metodi valerſi di quello, che più cade

in acconcio,

-

ESEM
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E S E M P I O.

Sia l'equazione absexdx - bbyxdx + a 'ydx - aabydy+

a xdy = o. Pongo y = Ax - p - B (ſoſtituiſco in luogo

della y piuttoſto, che della x, perchè preveggo il cal

colo più breve) adunque dy = Adx + dp. Fatte pertanto

le ſoſtituzioni, averaſſi l'equazione

abxxdx+bbpxdx+bbBxdx -a' pdx+a' Bdx-aabAxdpr aabpdp-aabBlp

bbAxxdx + a 'Asteraab Apds -sab ABds, a sdp - –D.

+- aabAAxdx

Oſſervo, che ſe in queſta equazione ſpariſſero i termi

ni 1 , 3 , 5 , e 6., avrebbonſi le indeterminate ſepara

bili, perchè ſarebbe

bbpxdx - a º pdx + aabpdp - aabBdp = o,

- + aab Apdx

e dividendo per p.

bbxdx - a dx - aabAds = – aabdp – aabBip. Acciò

p

adunque ſpariſca il primo, biſogna, che ſia a + bA=o,

cioè A = – a, e con ciò ſpariſcono pure il quinto, e
b

ſeſto ſenza, che naſca condizione alcuna . Acciò ſpariſ

ca il terzo, conviene, che ſia bbB - 2a A - aabAA = o,

e ſurrogato il valore di A, bbB– 2a + a “b = o, cioè

b bb

10 Il 2 B =
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B = a “. La ſoſtituzione adunque ſarà , z –ax +-pº- a “,

b - - b b 3

e l'equazione, che indi naſce, bbxdx =–aabdp– a “dp s

bbp

24. Conſiſte il metodo di queſto nnmero nel diſ

porre primieramente l'equazione propoſta in maniera,

che le quantità differenziali reſtino accompagnate riſpet

tivamente dalle loro indeterminate, e ſi faccia, per co

sì dire, una dimezzata ſeparazione, rigettando ne co

muni moltiplicatori, o diviſori quelle grandezze, che

turbano l'operazione; indi preſa la ſommatoria della .

differenziale così preparata compoſta di due incognite,

ſi deve porre eguale ad una variabile aſſunta, e col

mezzo d'una equazione auſiliaria dare una nuova forma

alla principale. Finalmente fatta oſſervazione a ciò, che

ſuccede, deve rinnovarſi l'operazione ſino a tanto, che

ſi conſeguiſca la bramata ſeparazione, o ſi vegga eſſe

re la formola ſuperiore alla noſtra induſtria. -

'A di vantaggio queſto metodo ſopra degli altri,

che valendoſi noi delle ſoſtituzioni, nel tempo ſteſſo ci inſe

gna, quali ſieno le legitime, e quali le inutili. Si oſſer

vi però, eſſervi delle equazioni, che non ammettono

l'artificio del preſente metodo, ſe prima non vengano

con qualche induſtria preparate. Il tutto s'intenderà me

glio dagli eſempi.

ESEM
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E S E M PI O I.

Ci venga propoſta l'equazione

scº dy + y” dx = dz , nella quale la dz è una

xx + yy V xx + yy– xxyy

funzione qualunque di e, ovvero di y. Metto da parte

la quantità xx -, v xx -py-xxyy, che è una affe

vione cumune a due termini, che compongono la pri

ma parte dell'equazione, reſterà la differenziale nuda .

x' dy + y' dx . Divido dx per x', dy per y', e però ſa

rà x 'dy +-y' dx = x 'y' X dy + dx , onde la propoſta -

y' x º

- v -

equazione prenderà il nuovo aſpetto - -

se º yº X dx + dy = dz . Ottenuta .

x º 3

sex + yy v xx + yy–xxyy y

queſta dimezzata ſeparazione, in cui le fluſſioni dx, dy

vengono combinate ſemplicemente colle funzioni delle loro

fluenti, o ſia variabili x', v”, e gli altri termini coſtituiſco
º » V »

no una quantità quaſi eſtranea,che fa figura di moltiplicatore;

pongo dx + dy = – dp, e però integrando a + a =p,

x º y' a º - 2xx 2) y

quindi ritrovato il valore, per eſempio di x = y so

2yyp– a º

C
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e ſoſtituito queſto in luogo di x, e – dp in luogo di

- a º

dx + dy nell'equazione, ſarà eſſa – dp X a v a = dz,

a º yº 2p V 2p – a'

il che ec. -

Raccolgaſi, che preſa ad arbitrio una quantità in qual

ſivoglia modo data per p., come prea, ſarà a E a +

2 a 2 a 2xx

a , cioè q =i xy , con che in un batter d'occhio ſi
-

2yy Vxx-yy -

ſcoprono le infinite ſoſtituzioni, che ſervono alla bra

mata ſeparazione. Tutte le altre poſſibili ſono inutili,

e laſciano le variabili più di prima confuſe.

Si noti di più, che colle ſpiegate ſoſtituzioni ſpeſſe

volte accade, che in un membro dell'equazione ci reſti

qualche funzione dell'una, o dell' altra variabile x , o

pure y ; nel qual caſo ſe la dz foſſe data per la varia

bile, di cui reſta la funzione, una ſemplice diviſione

ſupplirebbe al biſogno.
a

E S E M P I O I I.

Sia l' equazione 2ydy + xdy +-ydx t dz, in cui la de

- a + x +-y -

ſia data in qualſivoglia modo per y . Per ridurre al me

toclo

-
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todo queſta equazione, prendo l'integrale del numera

tore della frazione, cioè 3, + xy, e lo pongo - p ,

quindi fatta ſvanire dall'equazione la x , e dx, collo

candovi il ſuo valore, è la nuova equazione di Edz,

p

a +- -

y

che ſi riduce alla ſeguente ydp –pdzzaydz; e queſta pre

parata ſecondo il metodo, ſi trova eſſere p24 dp-dz=adz.

p y

Faccio dp - dz = da , e però ir-ſi-in, pongo

p 3' q ſy

in oltre ('dz = ulm, (lm è un logaritmo coſtante) ſarà

y

lp – l q = ulm, e paſſando dalle quantità logaritmiche

alle eſponenziali, p = mº. Fatte adunque nell'equazio

q

ne ridotta le ſoſtituzioni di da in luogo di dp-dz, e di

q p y,

mºq in luogo di p , ſarà mºda - adz, cioè da - adz ,

ing tº

in cui ſono ſeparate le variabili, per eſſere tanto dz,

quanto mº date per y, il che ec.

ESEM
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E S E M P I O I I I.

Sia l'equazione 2xxdx + xydy - yydx = xdx +-ydy.

x * + xxyy + a “ xx + yy

Prima di tentare queſta formola ſarà bene ridurla. Oſ

ſervo, che il ſecondo membro è integrabile, e la ſua

ſommatoria è Vxx + yy. (num. 1o. ) Pongo per tanto

vxx+ yy = z, e fatta ſvanire la y, atteſo che le ſue ,

funzioni montano al quadrato, collocando zz – xx in

luogo di yy, e zdz – xdx in luogo di ydy, averemo

l'equazione 2xxdx + x dz - va da + zzix – xxdx = dz,

xx2,2 - a º

cioè rezdz + zzdx = dz , la quale preparata al ſolito ſarà

vxzz +- a “

2, Xxdz - zdx = dz. Faccio xdz - zdx =dp, ed

-

xxzzi- a “ -

integrando xz = p , e fatta ſvanire la x , averemo

zdp =dz, e finalmente dp = dz, il che ec.

pp - aa pp + aa 2,

-- - - ESEM



ANALITICHE LIB. IV. 9o i

i

E S E M P I O I V.

Sia l'equazione ultima dell' antecedente numero

-apdp-fdp= aA+ g Xpdy +-fA - h Xdy + aA- c)(ydp,

che è promeſſo di coſtruire. Preparata queſta ſecondo

il metodo, e fatto per brevità aA+ g = e, fA - ha m,

aA + c = n, ſi riduce ad eſſere -

- apdp – flp = y X dy + ndp . Pongo adunque dv -

ep +-m y epi- m ſy

ndp = da, ed integrando ly -: lp + # = la, e però

ep + m q -

p = q , e fatta ſvanire la y , averaſſi

m e

p - º

-apdy=fdp = da , cioè -apdp-fdpXp - # =da,

ep +-m r ep +-m

p - º

il che ec.

O O FSEM.
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E S E M P I O V.

Sia l'equazione già preparata

gº X xdx ſydy = x º X ydx – xdy, che ſcrivo così

ym- º X xdx - ydy = yds –x ſy , a fine di rendere in

tegrabile il ſecondo membro . In queſta farò uſo d'una

doppia ſoſtituzione, e però pongo xdx - ydy = pdp,

ed integrando, xx + yy=pp; pongo inoltre 'dx– xdy=dq,

- yy

ed integrando x = 4 . Fatte le ſoſtituzioni , averaſſi

y

yº- º X pdp = dg ; ma gy = pp– xx , ed xx = qqyy,

x n.

adunque ſarà Vy = pp – qayy, cioè 'y = pp ,

- - aa - qq

, x” - q” p” ; ſoſtituiti per tanto

ed

ym– 2 = pm - 2

172 - 2 zº

- -

aa + qq º aa - qq º

queſti valori di yº-º, e di vº, averaſſi pm- a - 1 dp=

ºn - m - 2,

q” dq X aa - ma 2, º il che CC.

- --- al ESEM
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E S E M P I O V I.

- i , - - -

Sia l'equazione 2xdy– 2ydx = dz, in cui dz è data

2,

-- - - 3 – V

in qualſivoglia modo per x, o per y. Oſſervo, che il

numeratore del primo membro 2xdy–2ydx è integra

bile quando ſi divida per xx , ed il ſuo integrale è

2y , e però diſpongo l'equazione così

X- -

I X 2xdy– 2ydx = da ; pongo 2, E p , onde

2, º X: ºcº 3G

a –y - -

ſarà 2xdy– 2ydx = dp, e l'equazione ſi muterà nella .
-

3 W.

ſeguente dp = dz ; ma 2y = px , ed yy= ppxx ,

2, xx . 4

3 – y -

dunque fatte le ſoſtituzioni, dp F dz ,

sex–pxx + pp.xx º

- 4

e moltiplicando per xx, dp = dz, in cui ſono

1 –p - pp

4

ſeparate le variabili. Paſſo avanti all'integrazione, e

O O 2 però
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però ſarà 2 - e=ſa e poſto il valore di p ,

1 - p. n - -

2,

2 +- c = ſia , e riducendo al comun denomina
-

-

I –

º

tore, 2x + cx – cy = feri la coſtante caso, avre

ºc – y - -

mo 2x = ſdz; poſta e=-2, ſarà 2 = ſº , altro inte

a – y ac – y

grale della propoſta formola diverſo dal primo ; poſta

finalmente ci– 1, naſcerà il terzo integrale sit-ſº
e - - - &– y

25. Il metodo, che ora prendo a ſpiegare, quan

tunque molto limitato, è però di grande uſo ne caſi

particolari. Con queſto ſi ſeparano le variabili nell'equa

zione canonica ad Eypdx - ly"qds, in cui le quantità

p, q s'intendono date in qualunque modo per x; le a, b

ſono coſtanti, i ſegni poſſono eſſere poſitivi, e negativi

a piacere , e l' eſponente n può eſſere intiero, rotto,

poſitivo, negativo, ed anco zero. Sia adunque l'equa

zione ady = ypdx + by” qdx . Si faccia y = zu, (z, ed u

ſono due nuove variabili) e differenziando, dy=zia +- udz,

e ſoſtituendo in luogo di dy, di y, e di yº i valori

zda - udz, uz, uºz", averaſſi l'equazione aziu - audz =

uzpdx - bzºu" ds, nella quale ſe due termini ſpariſſero,

- ſi
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ſi

ſi ſeparerebbero le indeterminate. Per far ciò ſi finga

un'equazione tra due termini audz = uzpdx, dunque -

adz = pdx, ed integrando, alz =ſtis, e paſſando da'

2

logaritmi alle quantità eſponenziali, zºz m ſpº, o ſia -

ſpdx -

z=m e , ſuppoſta l'unità = lm. Queſt'ultima equazio

ne mi moſtra il valore di z, e m'inſegna, che per ri

durre l'equazione propoſta a due ſoli termini, e fare,

che gl'altri due ſi diſtruggano , ſi doveva in vece di

y = zu porre y = um º , cioè ly=m º , o ſia ly– l u -

: 11 -

ſi , e differenziando, adv -adu = pdv, e però ady=
a y 1i

gpdx - aylu . Soſtituiſco adunque nell'equazione canoni

Cà ady = ypdx + by” qlx in luogo di dy il valore ritro

vato, e ſarà Vpdx + aydu = ypdx + by” qdx , cioè a daz

by” qdx, e però adu = by” - qdx ; ma y = zu , ed

yn – I = zº- uº- , onde finalmente adu =bzº – i qix,

tl n

equazione in cui ſono ſeparate le variabili, per eſſerſi
l - -

trovata la z data per x . Quando ſiaſi giunto all'equa

zione alz = ſtis , egli è certo, che ſe p data per
-

ºr
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se ſarà tale, che l'integraleſpdx dipenda dalla qua

dratura dell'iperbola, o ſia da logaritmi, e la quantità

a ſia un numero qualunque, ſarà algebraica la relazio

ne di z ad x , ed in ogni altro caſo traſcendente.

E qui ſi oſſervi, acciò una data equazione ſia il

caſo della formola canonica , eſſere neceſſario, che ſi

adempiano le ſeguenti condizioni, cioè che la differen

za dy poſſa reſtar da ſe ſola, o al più moltiplicata per

una coſtante in una parte dell'equazione; che nell'altra

parte dell'equazione il primo termine contenga la .

differenza dx moltiplicata per qual ſi ſia funzione di x

eſpreſſa per p. e per l'indeterminata V , che nell'al

tro termine la quantità qlx data per e venga molti

plicata per una dignità di y ; in una parola, fatta .

la diviſione per y, ſi richiede , che da una parte ,

dell'equazione reſti la fuſione logaritmica adv, e nell'

- V

altra il primo termine ſia libero dall'indeterminata ,

ed il ſecondo moltiplicato per la dignità yº- . Man

cando l'uno de premeſſi requiſiti, non a più luogo que

ſto metodo, come non lo avrebbe nelle ſeguenti equa

zioni ad Fyypdx + by"qdx, ady = ypdx +-ayyi-y'X qdx.

Alcune formole però ſi riducono con tutta facilità

al canone col ſolo prepararle. Per eſempio ſia l' equa

zione ady = pdx + byqdx + yyqdv ; fatta rifleſſione , che

la
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la quantità pdv - bada viene moltiplicata per y, e che

il binomio p -bq è dato per x di maniera, che ſi può

in ſua vece ſurrogare la quantità rdata ugualmente per

ae, l'eſpreſſione ſi muterà nella ſeguente ad) = yrdx -

ſyyqdx, in cui trova luogo il metodo ſpiegato, e ciò ba

ſterà per indicare il modo d' operare in ſimili caſi.

E s E M P 1 o 1.

Sia l'equazione ady =fydx +-yydx. Pongo y = zu,

e però adv = azdu - audz; e fatte le debite ſoſtituzioni,

averemo azdu - audzi-fuzdx +-zzuudx. Sia audzi-fuzdx,

X' 27

cioè adz = fix , integrando ſarà al z = fl x, e però

- -

zº = xf.

Se le coſtanti a, f ſaranno numeri razionali interi,

rotti, affermativi, o negativi, la z ſarà data algebraica

mente per x. Sia per eſempio az 1, fr 2, così che ſia

z = xx . Dunque dileguandoſi i termini audz, fuzdx,

2.

reſteranno i due azdu = zzuudx, ma z = xx , dunque

ſarà aduz xxdx, equazione, in cui ſono ſeparate le va

1sta

riabili .

Paſſan
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Paſſando all'integrazione, ſarà – a - cizx , ma .

ti 3

= y , adunque - axx + c = x , cioè 3cy -

º X. y 3

3axx = xºy, che è l'equazione algebraica naſcoſta ſotto

la differenziale propoſta.

tl -
ſy

-

E S E M P I O I I.

Sia l'equazione dy = aydx + y” dx. Faccio, come

3 x –aa x º

ſopra, y = zu, e dy = zdu - udz, e però fatte le ſoſtitu

zioni , averaſſi l'equazione zdu - udz = azudx -

A X'-aag

z'u” dx, e ſuppoſto udz = azudx , cioè dz = adx , cioè

x º X x – ala 2, X X -da

adx

ſ-º

zzm º - º, averaſſi l'equazione zdu = z'u dx, o ſia

X º

du = zzdx, in cui ſono ſeparate le variabili, eſſendo z

a x º

data per x . Ma ſi oſſervi, che la quantità adx ſi

27.x – ad

può ridurre ad una fuſione logaritmica ponendo x =

-

a - n X a , poichè fatte le ſoſtituzioni debite , ſarà

a – V2

adx
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- adx = dn, quindi dz = dn , e però 2,2 - 72 i

373 -da 272 2. 272

a X x – a, e poſto queſto valore in luogo di zz nell'

37 -- a

equazione finale, averaſſi du = axdx –aadx, il che ec.

"

il 3 x * +- ax º

Senza fare la ſoſtituzione di x = a +-n X a , ſi può

a – 72

mi ridurre la quantità ada ad una fluſſione logaritmica
l: -

37x – da

" per mezzo del num. 21. del Libro III. , ed averaſſi
ri adx = – dx + dx =dz, ed in conſeguen

-
-

º 573 – da 2x x+ a 2Xx-a º

i; Z3 22 - 3 - a o

3 -- a

ſi

E S E M P I O I I I.

Sia l'equazione dp = –ydz -yºdx. Faccio y=zu,

dy = zdu - udz ; adunque ſoſtituendo, zdu - udz =

– uzdx - uºz”dx . Suppongaſi udz = – uzdx, o ſia

3g 3C

dz = – dx, ed integrando, z = a ; avraſſi l'equazione ,

- - 37

- p p zdu =
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zdu = zºu”dx, cioè da z zº- dx, o ſia da -

mi gº

am- 1 dx,

- I27 trº

E S E M P I O I V.

Qualche volta è neceſſaria una doppia operazione,

come in certe equazioni, che anno più di tre termini,

Sia pertanto l'equazione xdy - ydx = adu - edu, e s'in

tenda u data in qualunque modo per la y . Diſpongo

l'equazione nella ſeguente maniera adu - xdu–xdy=ydx,

o pure adu - zdu-zdy=dx; pongo x = pa, e da Epda
V y ſy

qdp, onde fatte le ſoſtituzioni, ſarà adu i-padu–p4dy=

3' ſy y

pdq + qdp. Chi voleſſe ridurre con una ſola operazione

la formola, biſognerebbe porre pada-pady = pda, cioè
3' y -

du - d - da, con che ſi ſcopre la q data per y; ma

y y q

più elegantemente ſi opererà nel ſeguente modo. Fac

ciaſi - taiy = pda, dunque - d = da, ed integrando,
9 y q

a = q; preſi pertanto gli altri termini dell'equazione ,

y -

adu + pgdu = qdp, ed in vece di q poſto il valore a,

- - - y3' y -

ſarà
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ſarà adu + apda = adp, cioè du - piu = dp. Sia pe mm,

y 3y 3' J'

dunque dp = mdn - ndm, e fatta la ſoſtituzione, du -

mndu = mdn - ndm; ſi ſupponga mndu = mdn, cioè du Edn,

y – 7 Tn

ſarà dunque n data per y, e nell'equazione reſtante,

dopo eſſere ſvaniti i termini mndu, min, cioè nell'equa

y

zione du - ndm ſaranno ſeparate le variabili, e ſarà

du = dm .

-

26. In altra maniera ancora ſi poſſono ſeparare le

variabili nell'equazione canonica dy = pydx - qy” dx .

Si ſaccia pdx = dz , dx = dz ; fatte le ſoſti

1–n Xz I–n Xpz

tuzioni, ſarà dj = ydz - qy” dz , cioè dg =

1–n Xz 1 – n Xpz

pydz - qw” dz, o ſia 1 – n Xpzdy = pydz - qyºdz, e ,

1 – n Xpz

però 1 –n X zdy –ydz = qdz, dividendo per py”, e ,

yº p

finalmente dividendo per zz , ſarà

1 – m X zy-ºdy – y' - "dz = qdz , ed integrando ,

22 pzz

y - " = ſi ºr - ſi risº le p,

- pza pzz

pp 2 e
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e q ſi ſuppongono date per x, e la z pure, per la

ſoſtituzione pdx = dz , è data per x , almeno
-

1 – n Xz -

traſcendentemente, ſaranno ſeparate le variabili.

Ripreſa adunque l'equazione dell'eſempio primo

ady = fidz -xydx, vale a dire dy =fydz - vdx, ſarà
dº de

, n = 2 ; quindi ſurrogati queſti valorip
–
f 9 q

-

º

nell'equazione finale y - = z ſgaz, ſarà eſſa ; =
pzz

2,ſxdz, e la ſoſtituzione pdx = dz ſarà fix =

fzz - d

1 – n. X z

– dz, e poſta fr 2, a - 1 , avremo 2dx = – dz ,

2.

-

2 ge 2

cioè z= i , e però, si ſ - ssis ; ed inte

grando,j = i X-; º - e, cioè 3cy–3xx = xºy,

come prima. Iſteſſamente ſi diſcorra degli altri eſempi,

ESEM.
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t"

E S E M P I O V.

Sia l'equazione ax “ydy – bx “ydy = ayyx' dx –

byyx 'dx - a dx –x dx, la quale diviſa per az y–bx “y,

ſi trova eſſere dy = ydx +- aº dx – xº dx, che è il caſo

º ax “y–bx y

dell'equazione canonica . Sarà adunque pre 1 , q =

ar

a“-x , n = -1, e per la ſoſtituzione pdx = dz ,

ax *– bºx º 1–m X z

ſarà da - dz. . quindi z = xx ; onde poſti queſti valori

3e 22 -

nell'equazione finale canonica y - º zzſ qdz, avere

pzz

mo yy = ss ſi – x “ X2xdx, in cui ſono ſeparate le

ax * – bºx º X x º

variabili .

27. Se l'equazione canonica foſſe gº- “ dy = pdx -

qy” dx, eſſendo parimente le p , e q date in qualunque

modo per x, ſi ſeparano le indeterminate, ponendo

qdx = dz, e dx = dz ; imperciocchè fatte le ſoſtituzioni,

112 mqz

ſarà
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ſarà v"T' dy = pdz -yºdz, cioè nzy"- dr - "dz =
nqz nz 2.

pdz, e dividendo per z, nzy"- dy - v"dz = pdz , ed
qz 22 qza

integrando, y” =ſpdz, cioè pº = ſpdz, equazione,

- qzz qza

in cui ſono ſeparate le variabili.

E S E M P I O .

Sia l'equazione 2aaxydy = aayydx - 2bx' dx, cioè

pdy = bºx da + vds. Sarà n = 2, p = bxx, q = : ,
dal 23: da

e però averemo Vy =ſ2bx 'dz; ma qdx = dx = dz, ed

2. da22 2, 22

v = z, adunque ſarà Vy =ſ 2bxdx . ed integrando,

3C ad

gy = brx + e, curva algebraica.
dal -

Potevaſi anche coſtruire la formola generale ,

yº - º dy = pdv - q"dx, ed in conſeguenza la partico

lare dell'eſempio per mezzo del metodo del num. 24.

28. Aggiungo una rifleſſione prima di finire que

ſto Capo, cioè che tal volta ſi ſviluppano le indetermi

nate miſte, e confuſe colle quantità differenziali, quan

do
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do ci venga permeſſo di modificare le grandezze coeffi

cienti, e ciò ſpezialmente ſuccede quando gli eſponenti

ſi formano dalli coefficienti, così portando il giro della

riduzione . 'A principalmente luogo queſto artifizio ne'

Problemi Fiſico-Matematici, ne quali accoppiandoſi gran

dezze di genere affatto diverſo, ſiamo in maggior liber

tà di ſervirſi di quelle quantità coſtanti, che meglio

vengono al propoſito.

Per un eſempio mi propongo l'equazione e º dx -

by - yyX cdx = ydy, la quale preparata giuſta il metodo

27

del num. 24 ſarà sºdx + boyds = yyX dy-cdx. Faccio
37 3' -

adunque dv – cdx = dp , ed è il valore di y = px",

5' a7 p

ed yy = ppx e. Queſti valori opportunamente ſoſtituiti

mi danno l'equazione x” dx - bcpxº- º dx = x º pdp, e

dividendo per ese, ſarà cº-º dx - bcpx - - dx =pdp.

Egli è evidente, che data l'eguaglianza fra gli eſponen

ti della indeterminata e, cioè fra m – 2c, e – c - I,

le incognite ſono ſeparate, avendoſi ſolamente a divi

dere l'omogeneo di comparazione pdp per il binomio

1 - bcp. Ora poſto m– 2c = – e -1, ne ſegue, che

ſia m + 1 = c, quindi eſpoſta la coſtante c per m + 1,

abbiamo l'intento . Se la c fa figura di unità, il che ,

non ci è vietato di ſupporre, ſarà m = o ; e ſe c = 2,

ſarà
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ſarà m = 1 , e così vadaſi diſcorrendo .

L'artifizio ſpiegato ſi applichi a tutte le altre equa

zioni di ſimil genere, per eſempio alla ſeguente

zº dx + cby” dx - gyr dx = yº dy, poſto però t = r – 1,

ovvero = n – 1, onde ſi poſſa abbreviare la formola ,

uſando i logaritmi.

CAPO
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C A P O I I I.

Della Coſtruzione d'altre Equazioni più limitate

per mezzo di varie ſoſtituzioni .

29. SI ſepareranno ſempre le indeterminate nell'

equazione grd. E A p = sty Fydz x q , nella .

quale le p , e q ſono date promiſcuamente per x, ed y

in qualunque modo, purchè algebraicamente , quando

però in ogni termine della quantità p la ſomma degli

eſponenti di x, ed y ſia la ſteſſa, e così la ſteſſa ſia .

in ogni termine della quantità q; non richiedendoſi pe.

rò, che ſia la medeſima in p. ed in q . Le ſoſtituzio

2. I

ni da farſi ſono y = tz a F 7, x = t X a 'tazz º +

Surrogati i riſpettivi valori in luogo di x , dx, y, dy,

e fatte le debite operazioni, arriveraſſi dopo lunghiſſimo

calcolo alla ſeguente equazione -

I - 71

tº- º dt = –z º “ . dz X q .
m -- I

– e

aºr azz” + 1

Ma poichè ſi ſa, che in ciaſcun termine di p la .

ſomma degli eſponenti di x , ed y è eguale , ſiccome

Q Cl pure

-
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pure in ciaſcun termine di q, fatte in eſſi ancora le ſo

ſtituzioni de valori dati per tr e per z, in ciaſcun ter

mine di p., averà tla medeſima poteſtà, ſiccome pure

in ciaſcun termine di quna medeſima poteſtà, vale a

dire, che ſarà l'omogeneo di comparazione moltiplica

to per una poteſtà poſitiva, o negativa di t, cioè ſarà

per eſſa poteſtà diviſo, o moltiplicato il primo membro,

e però ſeparate le variabili.

E S E M P I O.

Sia l'equazione xdx + aydy Vy = xdy –ydx Va; ſarà

n = 1, p = Vy; 4 = Va , e però di E dz va ,
t Vaº – azz Vy

2.

ma y = tzºt . - tz; adunque ſarà dt = dz va .

I t Va º 2 – azº

Nella ſteſſa equazione ſi ſeparano le indeterminate,

quando anche ſia negativo l'eſponente n, cioè quando

ſia l'equazione x -” dxi: ay-” dy Xp = xdy –ydx X q,

2, l

e le ſoſtituzioni ſono y = tz - ", x = t X a Eazzº-º;

le
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: è

:

i

".

"

t

),

le quali ci danno l'equazione

I -- º

t - n-2 dt = rii z - dz X q , la ſteſſa di quella di

–r r

a E azz 1 - º

ſopra, mutati i ſegni alla n.

E poichè l'equazione è anche eſprimibile così:

p” dx tax º dy X p = xdy –ydxX q , ne viene, che

a nyn

queſta pure per la ſteſſa ſoſtituzione è coſtruibile.

3o. Sia più generalmente l'equazione

- ma - 1 - c

reº da tay C dy Xp = xdy - cydxX q. Si ſepara

r

no ſempre le variabili, fatte le ſoſtituzioni di y= tºzº - ,

1

- s - r

v = t º Xai- acz e, ( s , ed r ſono numeri a

piacere ) ſuppoſta però la condizione , che le quantità

p, q ſieno date algebraicamente, e in modo tale, che

in ciaſcun termine della quantità p l'eſponente della y

preſo tante volte, quanto è il numero c, ſuperi, o ſia .

ſuperato dall'eſponente della x col medeſimo ecceſſo,

e così in ciaſcun termine della quantità q , non impor

tando poi, che l'ecceſſo in pº ſia lo ſteſſo, che in q .

qq 2 Così,
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Così, per eſempio , eſſendo c = 3, ſia p = byyxº -

t 6;

fyº x º ec., e q ſia = gy” x – by xº ec. E' facile a ve

dere, che la c non può eſſere zero .

Fatte le debite ſoſtituzioni in luogo della x, e della y

nell'equazione propoſta, averemo la ſeguente equazione

- sn - c - cs r - m - i

– i t C dt = – X z n F dz x 4.
m -- i

--

pa

n -- I-

º
a t di C2

E S E M P I O .

Sia xdx - ay 73 dy X , = xdy + ydx X x. E ſia sre 1,

- 1

r = 2, ſarà n = 1, c = 1, p = , q = x, e fatte le .

ſoſtituzioni nell'ultima equazione di ſopra ritrovata, ave

remo – t Tºdt = dz X xy . Ma per le ſoſtituzioni fat

l

a +- az - º º

I

te, x = t- º X a + az Tº º

1 - -

z X a+ az Tº *, onde averemo – dt = zdz , il che ec.

tº

, ed y = tz , dunque xy =

º

(

ſ

"

t

è

3 I -
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l

31. Ma più generalmente ancora ſia l'equazione

---------
---

- if – Ef
--- -

a "dx + ay º dy X p = fxdy - cydx X q , la quale

comprende come caſi particolari le due canoniche dei

numeri antecedenti, cioè quella del num. 3o. , quando

ſia f= 1; e quella del num. 29, quando ſia fe I, c = – I .

Si ſeparano le indeterminate per mezzo della ſoſti

-

s r - -

tuzione y = tfz f X7 F7, ed x = t

eſſendovi però la condizione circa le quantità p , e q ,

che in eſſe l'eſponente della y moltiplicato per c ſuperi,

o ſia ſuperato dall'eſponente della x moltiplicato per f

col medeſimo ecceſſo in ciaſcun termine . Le ſteſſe ,

quantità p , q poſſono anche eſſere frazioni, o miſte di

frazioni , ed interi razionali, o irrazionali, comunque

ſianſi; e ſaranno ſempre nelle equazioni ſeparabili le .

indeterminate, purchè le p., e q ſieno in tal modo date

per x, ed y, che fatte le ſoſtituzioni aſſegnate, naſca

no in luogo loro quantità tali, che ſieno il prodotto di

due, una delle quali contenga la z, e non la t ; l altra

la t , e non la z. -

Fatte le dette ſoſtituzioni, averemo la formola

– fc – fin – sc r – fm – f

r - pº - q
ey -- sy NA I.– i t cf dt = It, Xz fn f dzxi .

11

- r

m -- I

a t acz º

T - ESEM
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E s E M P I o I.

Sia xxdx - ayºdy X y = – 3xdy + ydx Xax . E ſia,

come ſopra, sa 1, r = 2, ſarà fa -3, c = 1, n = 2,

q = ax, p = y, e fatte le ſoſtituzioni nell'ultima for

mola ritrovata di ſopra, avremo

- 8 - I I - Il - 2

- 2 - dº - -

–t 3 dt = 5 z º dzX ; Ma y = t º z º ,

º

a – a2 - º 3

3

1

x = t- 'X a–az - º 3 , dunque ſarà – dt =

3 ti

2adz , il che ec.

I

3z Xa –az-* 3 .

3

E S E M P I O I I.

li i 3

dx +-ay-ºdy X ay* x+ yyx * =

I -

2xdy - 3ydx Xy º x -º 3 º ſia s = 1 , r = 1 , ſarà

i;
Sia x

C = 3,
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º

I - i 3

c = 3, fr 2 , n = , p = ay º x +-yyx 4 , q = y 3 x –

pxx , e fatte le ſoſtituzioni, ſarà
-

3 -
- 5 - I l - I

I 2. - - 2. - -

-i diE; z º dz Xa - 3az –; z . dz Xa-3az ,

I 9 - - 2. 2,

- 2, I 3

t 12 - --

1 - I 3 2, - I G

az º X a + 3az 3 +-z 3 X a + 3az

2, 2,

in cui ſono ſeparate le variabili, il che ec.

32. Nelle equazioni 1. pxy"Tº dy = pyºdx + qdx

2. pxy” Tº dy =–py”dx - qix

3. apxy”7' dy = bpy” dx + qdx

4 apxy” Tº dy =–bpy”dx +qdx

eſſendo le p , e q date in qualunque maniera per x, ſi

ſeparano le indeterminate, ponendo riſpetto alla prima .

ſy = xz ; riſpetto alla ſeconda y = z ; riſpetto alla terza

.

b – b.

9 - x7 z; riſpetto alla quarta p = x º z .

E s E M P 1 o.

Sia l'equazione 2bhxyydy – 2xº yydy = hx dx –

3bhy' dx + 3xxy' dx, che ſcrivo così: bh– xx X 2xyydy=

bx dx + hh– xx X – 3y' dx . Riferita queſta all'ultima

delle
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delle quattro canoniche, ſarà paz hh–xx, az 2, n=3,

b = 3, q=hx “. Adunque ſi dovrà porre p = z , dy =

i

A º

3 -

x dz – zx dx, yy = zz, y' = z , e fatte le ſoſti

3 x º 2

27 x º

3 l

tuzioni, averemo 2bhx – 2x º X x *zzdz – º x z' dx=

x º

hx dx - 3hh – 3xx X – z' dx, cioè

- X 9

- 2.

17

2hh – 2xx X xzzdz– z dx = bx dx - 3hh – 3.xx X

– z'dx , e facendo le attuali moltipliche , ſarà

17

2hhxzzdz – 2x 'zzaz - hs º dv , cioè

17

zzaz - ha º dx .

2hhx– 2x º

33. Sia l'equazione azdy - bydx - cynx m- i d... -

fxºyº-ºdy = o. In queſta generalmente ſi ſeparano le

indeterminate, ponendo x = uº- z” - , ed y = z - -”,

poichè fatte le dovute operazioni, ſi arriva all' equazio

- le
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"

ne 1–m Xadzi-fumn-m-n-idzi-n-IXbdzrcum-rrº dzz

n – 1 X – bzu - i du – czuº-ºrº du , cioè dz =

2.

m – I X – bu - i du – cumn - º- º du V

1 –m X a +-fumº - m- nº- i + m – I X b +- cuºnº - m - n +- m

E S E M P I O.

A

Sia l'equazione a sedy–bºydx = cyyxdx –fxxydy .

Sarà dunque n = 2, m = 2 , quindi pongo x = uz, ed

a

y = aa, cioè a E au , e però da E avdu-audy, onde
z ſy ſyy

fatte le dovute ſoſtituzioni, averemo

a udy–bº X aydu– audy= caayudu-caauudy– faauudy,

3' 3' 3' 3'

cioè a udy+ ab'udy+ aacuudy+-faauudy= abºydu - aacyudu,

e però dy = ab” du - aacudu -

7 a u - abºu - aacuu -aafuu

34. Sia l'equazione pdx. = dy ; e più

m2

i

bx º + ay” xr a

generalmente e º - vdx =dy. Si ſeparano le indetermi

ma

bx º - aynx r

º T nate
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mate ponendo bx º e- a "= zx º, quindi

l

-

1 n

y = z7 x -r –bx -r , e però dy =

---
-

m 1 - I I

m m - - - - -

i xzº xºr-bxºr Xix “rzº dzrt-rxzº xºr dxrt rx-bxºir

1

m
I -

se - dx X zº xº-r –bv - , poſto nell'equazione ,

I

- a 7z

generale propoſta il valore di y , ed yº, quindi divi

l

-

1 rº

dendo per zºz -r-bx - , ſarà

I

se

d n

I - i

m r - - - -

i Xi a t-rz º dz - t-r)% zº xº -r- i dx-t-r)%–bxt – r-' dx=

–-

1.

zº x t - r – bx t - r

se - i dx ,

2 - cioè
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cioè i zº dz Fx zis- i dx e i-rx– bz: - dx =

102,º-as- nbx - i dx, e però

e -

I, I +- I

mnzº - mr–mt Xzº + mr–mt X – bz – mmb

Se vi foſſero termini con ſegni negativi, ſi proce

da nello ſteſſo modo, e nell'equazione finale non vi ſarà

altra differenza, che ne ſegni ſteſſi.

35. Anche preſa l'equazione più univerſale così

ut- mnt - t +- r +- m -- ur

yº dx = c x dy ſi ſeparano le

–º

bx º +- ayº xr

indeterminate colla ſteſſa ſoſtituzione.

E S E M P I O I.

Sia l'equazione aaydx = bay. Pongo

vibrx a 7

vbbx. E a y= X2 , e però 3 = bbxx – zzxx, e dy =

- - a º

2bbxdx – 2zzxdx – 2xxzdz . e fatte le ſoſtituzio

a º

I n 2 - ni,
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ni, aadx Xbbxx – zzxx = 2b” xdx – 2bzzzdz– 2bxxzdz,

372 a º a º

cioè aabbxdx – aazzxdx = 2b” zxdx - 2bz'acdx -

2bxxzzdz, o ſia 2bxxzzdz = 2b” zxdx – 2bz' xdx -

aazzxdx – aabbxdx , e però

2bzzaiz = dx - - -

2bº z – 2bzº - aazz– aabb WC

E s E M PI O I I.

a

Sia l'equazione xydx = dy . Pongo
-

v–bbx - a' cyy b

v–bbx - a' xyy=zxx, spºr=yzs + bbx º, e dy=
-

–

a zdz - º zzxxdx - ºbbxxdx. Fatte pertanto le ſoſtitu

a º yzerº.
a º

zioni, averaſſi xdx / zza - bbx =

2x ºf a º

a 'zdz - º zzxxdx +- ºbbxxdx »

a º b . /zzarº - bbx º

Veiº
- -

è

CIOC
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i
- - 3

cioè bzzzxdx+ b” xxdzz x 'zzaz +- º zº xxdx+ :bbzxxdx,

o ſia brzxxdx + bºxxdx – º z' exdx – ºbbzxxdx=x zziz,

e però ds - zzdz - -

º

bzz – º z” – ºbbz - bº

36. Con la ſteſſa ſoſtituzione uſata di ſopra ſi ſe

parano le indeterminate anche nell'equazione ,

tu - n – tmn - ru - t – r

y“dy Cºx? 12 dx. Pongo adun

–º

bxº - ay” x º
–º

que ba º - ay” x r = x º z , ſarà p =

i;

– r - mi - –a i rz ”– b3 ? r - C dy -

i;
d

I - 72

1 - 72 a I

» º rz º dz+-t-r Xzº xº-r- i dx -r-t Xbx t- r- dxxxt-rz7-bxt-r

mara va n

i

d n

e fatte le ſoſtituzioni, averaſſi l'equazione -

1 - 72 1 - I

a t-rz m dz - t-rX z º xº-r- i dx+ r-t Xbx ºr r i dx X x t-rzº-bx t-r
-

ppam m 77 - - -

a + l

a º x tº 2

tu - m – tmn- ru -- t – r

Caf º dx . Dividendo pertanto il nume

- TatO

m

pa

º

al-M-I

-
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ratore, e denominatore del primo membro dell'equa

ti -- i
-

zione per xº, e moltiplicandola tutta per a º z, ed

ti -- 1 - ma

1

in luogo di xº-rz m – ba -r " ſcrivendo

u + 1 - ntu - tm -- t - ru -- nr - r 1

X' X z mi– b " , che è lo ſteſſo,

ed unendo le dimenſioni della lettera x, troveremo eſſe

ut – n - tinn - ru -- t - r

re l'equazione diviſibile per x - n » C e

diviſa ſarà

tl-- I - ft

1 - 112 I 1 pº

sez m dz +-t–r Xzº dx +- r-t Xbdx X zº–b -

ºnºra vº I

ti -- I - -

ca º zdx, e finalmente di nuovo dividendo per

al -- I - n

1 12

- fa - il - I

1 - m 1 al-- I I ri

x2 m. dz=rt X zº dxi-t-rX bdx - ca º zdx Xzº-b s

non º n -

1 - 772

cioè da - z m dz

as - ti - tt - I

- al -- I I
- ta I

mnca º zX zº–b - mr-mt X zº - mt-mr) b.

ESEM
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º

-

E S E M P I O .

Sia l'equazione 5 'dy = xxdre. Pon

- - c

bºx Faaxy Tabgy

go V bbxx-aaxy-abxy= xz, e però , E bbxx – zzxx=

aax +- abx

bbx – zzx , e dy = bbdx – zzax– 2xzdz . Fatte dun

aa - ab aa - ab

3
-

que le ſoſtituzioni, ſarà bbx-zzx X bbdx-zzdx-2xzdz

3

aa+ bb aa +- ab X xz

-

–3 3

xxdx, ed in luogo di bbx –zzx ſcrivendo x º Xbb –zz ,

C

4

e moltiplicando tutta l'equazione per aa - ab X zx,

aVeremO

–3 - 4

3 º Xbb– zz Xbbdx–zzax – 2xzdz = aa + ab X zx º dx,

C

–3

e dividendo per x'Xbb - zz, ſarà bbdx-zzdx-2xzdz

- 3
4 e v

aa + ab X bb - zz X zdx , cioè

C

- - –4 -

bbdx – zzix - aa - ab Xbb–zz X -zdx=2xzdz,

C

C
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e però da - 2zdz

– 3 4

bb – zz – z X bb– zz Xaa - ab .

C

37. Servirà la medeſima ſoſtituzione ſimilmente ,

–º

per l'equazione più generale ha rify" x X yºdy =
mº

bx º - ay” x”

tit – m – tmn – ru -- t – r +- nti

CX' pa dx . Anzi ſervirà pure anco

per l'equazione yn – i dy = fx - r . - mt dx ,

bx + cx r + a "

m2 -

ponendo ba - cx + ay” x r = xº z ; la quale, ſe ſia

m = 1 , ſarà un caſo particolare del num. 27. , e ſe ſia

c = o, ſarà un caſo particolare del num. 36. Di più ſi

potrà coſtruire anche l'equazione

–º

gx - ha - ky" x X yº- di - fa -“ 'tº- mi dx,
–º

ax º +-bx +- cy" x”

quando però ſia ch = bk, uſando della ſteſſa ſoſtituzione

ax º + bx + cy” x E a º z .

Che ſe ſaranno in oltre h = o, h = o, l'equazio

ne ſarà un caſo particolare della prima di queſto nu

IIlCIO , -

38.
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--

gº

S

38. Si coſtruiranno le equazioni

º – = gy' - "dx,

–º

b - cy” - fe

ay" di E gy” - dx ,
-

–º

b - cy” -feº

ponendo per la prima cyn -f" = z, e per la ſeconda

cy” -fa º = z . E quanto alla prima, ſarà dunque ,

1

-

m

m - ma

1 - I º 1 - il

ſy=z º –fe , e dy= , Xz “-fº Xiz º dz –fax,

e c7

- il

e però fatte le ſoſtituzioni, averemo az º dz =

nubcgdx - nucgzdx - auſdx, cioè

I - Il

-

az º dz = dx. Riſpetto alla ſeconda averemo

nubcg - nucgz - auf -

1 -

-

l m

y = zº–fxº , e però dg =

I

e

I v- ma -

l º 1 - 1l

l - l -

i Xz “ -fe" Xi z º dz-mfe" - dx, e fatte

–

- cº.

ff le
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I - a

az º dz

begnu - cgnuz - mafu

Ma anche ſe l'equazione più generalmente preſa .

ſia ay”- º dy = gqdx, eſſendo in qualunque modo

ta

b - cy" - p -

le p, e q date per x , e le coſtanti, purchè ſia .

q = dp , ſi ſepareranno le indeterminate ponendo ſimil

dae

le ſoſtituzioni, x m - dx =
-

I

-

º

i;
tº

mente cyº + p = z, Imperciocchè ſarà p = z “ –p , e

1

c º
-

I m- 72

i fa I - u

però dr - i Xzº –p X: z7 az-dp, e fatte le

i

c º -

I - il

ſoſtituzioni, ſarà l'equazione az . dz = nbeguqda -

neguzadx - audp; ma ſi ſuppone dp = qdx, adunque ſarà

1 - u

az º dz z qdx .

nbcgu -neguz - au -

, ESEM
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E S E M P I O I.

Sia l'equazione a dy = 6b dx– 3bbdx v cy bre,

cioè a 'dy = 3bbdx. Poſta va cy - bx = z , ſarà

2b-voy b. -

y = zz-bx, dy = 2zdz-bda, e fatte le ſoſtituzioni,
d - C -

2a zdz – a 'bdx = 3bbax , o ſia 2aºzdz = 6b º cdx –

2bc cz

3bbczdx - a base, e però 2a º zdz = dx -

6b c –3bbcz a b

E s E M PI O II.

Sia l'equazione ayydy = aadx –

: 3,–

b +- V, º - aax – bxx

abzds. Pongo FaxFbx7 = z, farà, -
I

zº–aax + bxx , e però dp = e

; X 3zzaz–aadx -2bxdx, quindi fatte le ſoſtituzioni,

2,

zº–aax +-bxx 3

- - f i 2 ſarà
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ſarà l'equazione ; X3zzaze aadx -2bxdx = aadº -

b +-z

2bxdx, cioè 3azzdz =a' dx – 2abxdx - 3aabdx-6bbxdxt

3aazdx – 6bzxdx, e dividendo per a + 3b + 3z, ſarà

3azzdz E aadx–2bxdx • - - -

a -3b -32 - - - -

39. L'equazione, o formola canonica ascº dx -

cyyxºdx = dy non a generalmente ſeparabili le indeter

minate, qualunque ſiaſi l'eſponente m; le a però ſepa

rabili in infiniti caſi, cioè infiniti ſono i valori dell'eſ

ponente m, poſti i quali, ſuccede la bramata ſeparazione.

Per determinarli mi ſervo di un metodo ſimile a

quello del num. 23. Si ponga y = A x P + x rt ; (la quan

tità A, e gli eſponenti p , r ſono coſtanti arbitrarie da

determinarſi nel progreſſo, e la t è una nuova variabi

le) ſarà adunque dy=p Ax - da irta - i d. - ºcº dt,

ed yy = AA x º? - 2 Ax?t't - ttxºr, quindi ſoſtituiti

queſti valori nella propoſta formola, daranno la ſeguen

te ax º dx +- c AA x ºpt- º dx +- 2c Atx P +-r - n dx +

ct t x a + "dx = pAx? - dx - rtxr i dx - xrdt. Si

ſupponga ca A = pA , 2p + n = p – 1, r = 2c A ,

cioè p = –n– 1 , A = – n- I , r = – 2n – 2 , con

C

che in queſt'ultima formola ſpariranno il ſecondo, ter

zo , quinto, e ſeſto termine, e ſi ridurrà ad eſſe
-

- - -

re

-



ANALITICHE LIB. IV. 937

li

re ax m dx - ctta – 3º-4 dx = x – 2n- , dt , cioè divi

dendo per x-ºn- , ax m - an + 2 dx - ctt. - n- º dx = dt,

o ſia (D) axº dx + ctta º dx = dt, fatto K- m + 2n + 2,

X = – m– 2 . -

Ripiglio la propoſta equazione aze º dx +

cyyx" dx = dy, la quale ponendo y = , ſi trasformi in .

queſt'altra azzzº dx - cx a dx = – dz, in cui ſi ponga,

come ſopra, z = Bx 1 - e º u ( B, q, i ſono ſimilmente

coſtanti da determinarſi, ed u una nuova incognita . )

ſarà dunque dz = q B e 17 i dx +- iuxi - i dx - x i du ,

zz = B B x 4 - 2 B e 1 + iu - uux *i, e ſoſtituiti queſti va

lori , averemo a B B x 24 + maix - 2a Bux 1 + i + º dx +

auux º + º dx - cx º dx =– q B x 1- i dx –iuxi- i dx –

vidu . Si ſupponga a BB = – Bq , 2q - m = q – 1,

– i = 2a B, cioè q - mrz– I , BEm - 1 , iz–2m –2,

- a

con che in queſt'ultima formola ſpariranno il primo,

ſecondo, quinto, e ſeſto termine, e ſi ridurrà ad eſſe

re auux -3m- 4 dx - cx" dx =– x -º- º du, cioè divi

dendo per x - º - , c º Fº - a dx - auux - º- º dx =

– du, o ſia (G) cx dx - auux º dx = – du , fatto

3 = 2m +- m + 2 , º E - m - 2 -

Ora nella propoſta equazione ſono ſeparabili le in

determinate, quando ſia m = n; adunque anche nelle ,

formole D, G ſaranno ſeparabili le indeterminate, 9

quando ſia m + 2n +-2 =-n-2, 2m + n +2=–m– 2;

dal
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dal che ſi ricavano due valori di m , cioè ma – 3n- 4,

m = – n – 4, poſti i quali, ſuccede la ſeparazione -

3 -

delle indeterminate. Poichè adunque nella propoſta -

equazione ſi feparano le indeterminate quando ſia -

m = – n–4, ſi ſepareranno anche nelle formole D,

3

G quando ſia K = – X–4, s = – a –4, dal che ſi

3 3

ricavano altri due valori di m , cioè m = – 5n – 8,

3
m E–3n –8. e

5

Ripetendo lo ſteſſo diſcorſo , ſi averanno infiniti

altri valori della m; come a dire m = – 7n – 12 ,

- 5

m = –5n– 12, m = – 9n– 16, m = – 7n– 16 ec.,

7 7 9

vale a dire generalmente mezbE TX–n–4b, preſo per

2h TE I

b un qualunque numero intiero poſitivo principiando

dall'unità; poſti i quali valori nella propoſta equazione,

ci daranno ſeparabili le indeterminate.

Si aggiunga, eſſere in oltre ſeparabili le indeter

minate nella equazione propoſta, quando l'eſponente,

m ſia tale, che col metodo del num. 19. poſſa eſſa ri

durſi ad eſſere il caſo del num. 14.

Sa
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Sarebbe queſto il luogo di fare uſo di due diſſerta

zioni del dottiffimo Signor Eulero inſerite negli Atti

dell'Accademia di S. Pietro-Burgo Tomo 6., ma per

chè la ſottile maniera, con cui procede l'Autore, mi

ſembra oltrepaſſare i limiti , che io mi ſono prefiſſa di

una ſemplice Inſtituzione, laſcerò, che a ſuo talento la

veggano i Lettori nel citato libro, -

P R O B L E M A I.

4o. Ritrovare la curva, la di cui ſottangente ſia .

eguale al quadrato dell'ordinata diviſo per una coſtante.

Poſte le aſſiſe - e, le ordinate = y, la ſottangen

te è ſempre vdx, dunque deve eſſere eguale ad v.,

dy a

e però avremo l'equazione yda Eyy, onde adx = ydy,

- i

ed integrando ax =yy, o ſia 2ax = yy, Parabola apol
2, -

loniana.

Se la ſottotangente doveſſe eſſere eguale alla dop

pia aſſiſſà , averebbeſi l'equazione ydx = 2x , e però

-

dx = dy, ed integrando il w - ; la - l y ( aggiungo

2.- 5' - -

la coſtante ; la per adempire la legge degli omogenei),

cioè
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cioè i var = ly, e togliendo i logaritmi, vas. E , ,

cioè ax = yy, parabola pure apolloniana. -

Debba eſſere coſtante la ſottonormale, ſarà Vdy = a,

Td

cioè pdy = adx , ed integrando yy = ax, o ſia yy= 2ax,

2,

-

parabola pure apolloniana.

Debba eſſere la ſottangente tripla dell'aſfiſſa, ſarà

3/ –

ydx = 3x, cioè da - dy, ed integrando l Vassely,

A : - 7

o ſia aax = y”, parabola prima cubica.

Debba eſſere la ſottangente moltipla dell'aſſiſſà ſe

condo un qualunque numero m, ſarà via - ma , cioè

dy

ma

dx = dy , ed integrando l Va - . = ly , o ſia -

n.x' 5'

aº - e z y”, curva del genere delle parabole.

Debba eſſere la ſottotangente = 2ax + xx, ſarà l'e

- a - x

quazione pdx = 2ax + xx , cioè aydx +-yxdx = 2axdy -

dy a -- X'

xxdy , o ſia adv + xdx = dy , ed integrando l ' =

2d7% -- XX' 9

- l ax - xx, e però va r 2ax=yy, equazione all'iper

bola .

Deb
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Debba eſſere la ſottangente = 2axy – 3x ' , ſarà

- ay + 3xx

l'equazione yds = 2axy– 3x', cioè ayydx -3yxxdx =

dy ay 3xx

2axydy – 3x” dy . Secondo ciò, che è ſtato detto al

num. 18. procuro di ridurre queſta equazione al caſo

del num. 14 ; pongo adunque y = zz , dy = 2zdz ,

d a

fatte le ſoſtituzioni, ſarà z dx -3zzxxdx = 4xz'dz–

6x 'zdz, ed eccola ridotta al ſuddetto caſo; quindi ſi

ſepareranno le indeterminate , ſe ſi porrà z = xp ,

d

dz = xdp - pdx, e fatte le ſoſtituzioni, ſarà

d

pºx º dx + 3ppx “dx = 4x “p” X xdp - pdx –

a º da a º d

6x p X xdp - pdx , cioè 9aapdx - 3p dx = 4xppdp -

a

6aaxdp , e però da - 4ppdp – 6aadp, ed integrando,

- º 9aap– 3pº

l x = lm , e reſtituito il valore di p , cioè

- l Vr-sm

a v ay, ſarà a - mg , cioè finalmente - -

º 3 6 5

Va yy– 3aºyxx

– ,

a“yy – 3aºyxx = mº . -

* t t Le
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Le due ſoſtituzioni fatte di y= zz, e di z - sp ,
a d

per ſeparare le indeterminate, ci fanno vedere, che ,

ſul bel principio baſtava farne una ſola, cioè V = extp,

a º

Ma aſſai più ſpeditamente ſi otterrà l'intento ſcri

vendo l'equazione così : 3yxxdx + 3x 'dy = 2axydy –

ayydx , la quale diviſa per xx ſarà 3ydx + 3xdy =

2axydy-avviv, ed integrando, 3xy = avy , cioè a F
a 2C 27 3

ax, parabola apolloniana , quando ſi ommetta la co

ſtante m .

Debba eſſer la ſottangente = 4x” – axy, ſarà l'e

- 3xx– ay

quazione 4x” – axy = ydx , cioè 4x'dy – axeydy =

- 3xx Fay dy

3xxydx – ayydx , che ſcrivo in queſt'altra maniera:

4x 'dy– 3yxxdx = axydy –ayydx. Oſſervo, che il ſe

condo membro ſarebbe integrabile ſe foſſe diviſo per

axy ; divido adunque tutta l'equazione , onde ſia .

4xdy – 3ydx = axdy -aydx, pongo l'integrale di eſſo

ſy - 27º -

ſecondo membro av = z, e fatta ſvanire dall'equazione
- 2g

la y , ſarà eſſa 4x X xdz + zdv – 3zxdx = dz º

2X.

cioè
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ſi

cioè 4xdz - zdx = dz , la quale ſi potrà coſtruire col

2

metodo del num. 14. , o pure preparata giuſta il me

todo del num. 24., ſarà x X 4dz - dx = dz . Faccio

2. º

adunque 4dz - dx = dp , ed integrando l zºx = la“p,

2 º p

o ſia zº x = a “p, e però fatta ſvanire dall'equazione -

finale la x, averemo finalmente a “p X dp = dz , cioè

2 º p

a dp = zºdz, ed integrando, a “p = zº, in cui reſtitui

5

to il valore di p , indi quello di z, ſarà ex = ay, pa

5

rabola apolloniana.

Debba eſſer la ſottangente - a + x l a + x , ſarà

a +- l a + x
-

l'equazione a + x la 4 x =ydx, cioè di Eads + dx l a + x.

a - la Ex ty y a + x l a + x

Per paſſare all'integrazioni, pongo a + x l a + x = z,

e però dz = dx l a - e + adx ; ( ſuppoſta la logaritmica

della ſottangente = a ) ſoſtituiti i valori nell'equazione,

ſarà dy=dz , ed integrando y = z, cioè 3 = a + x l a + x,

y 2

curva traſcendente, ma che facilmente ſi deſcrive , ,

ſuppoſta la logaritmica.PP 8 tt 2 PRO
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--

P R O B L E M A I L.

41. Ritrovare la curva, il di cui ſpazio ſia eguale

a due terzi del rettangolo delle coordinate.

La formola dello ſpazio è pase, e però averaſſi

ſis - ixy , quindi ydx = ixdy -- ipdx , cioè vdx =

2xdy, o ſia da F dy, ed integrando come ſopra ,
2,37 V

l vax = ly, ed ax = yy, la ſteſſa parabola. -

Debba lo ſpazio eſſer eguale alla quarta poteſtà

dell' ordinata diviſa per un quadrato coſtante ; ſarà

ſpdx = y“, cioè vdx = 4y dy, o ſia aadx = 4yydy, ed
dalda

integrando, 3aax = y', parabola prima cubica.

4

Debba lo ſpazio eſſer eguale alla poteſtà m dell'

ordinata diviſa per una coſtante, ſaràſº = y” ,

a m – 2

cioè gds = myº- dy , o ſia a"- º dx = myº- º d»,

a m – 2

- - v -

ed integrando m– 1 X a º- º x = my” - , curva del ge

Il CIC
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a!

ſi

nere delle parabole, o dell'iperbole, ſecondo che ſarà

m– 1 poſitivo, o negativo.

P R O B L E M A I I I.

42. Date infinite parabole del medeſimo genere qua

lunque; ritrovare, quale ſia quella curva, che tutte le ,

taglia ad angolo retto.

Sia l'equazione pº-º a n = yº, la quale (conſideran

do, come arbitraria la p , e ſuſcettibile d'infiniti valori)

eſprime infinite parabole, e ſimilmente conſiderando le

m, ed n, eſprime qualunque genere. E ſieno eſſe in .

primo luogo tutte al medeſimo aſſe AB, (Fig. 3.) ver

tice A, diverſe ſolo nel parametro. Una di queſte in

finite parabole ſia AC, in cui A BEx , BC=y.

Da un qualunque punto C ſi conduca la tangente ,

CT, e la normale CP; già ſi ſa, che ſarà BT = mx .

gl

La curva, che ſi cerca, ſia DC; e poichè queſta deve

normalmente tagliare la parabola nel punto C, per una

porzione infiniteſima dovrà confonderſi con la normale

CP nel punto C; adunque CT tangente della parabola AC

ſarà aſſieme normale alla curva DC nel punto C, ed in

conſeguenza BT ſarà nello ſteſſo tempo e ſottotangente

della parabola, e ſottonormale della ricercata curva DC.

Ciò, che diceſi della parabola AC, conviene a qualun

- que

-
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que altra del medeſimo genere. Il problema adunque

conſiſte a ritrovare, quale ſia la curva DC, la di cui

ſottonormale ſia = mx. L'eſpreſſione generale della -

n -

ſottonormale è vig, che in queſto caſo deve prenderſi

dx

negativa, perchè nella curva DC creſcendo AB (x),

cala BC (y), e però ſarà l'equazione differenziale ma -

º

– ydy, e ſeparando le variabili, ma da F -gdy, ed

dx º

integrando, max = - Vy + aa , º ſia nyy = 2naa - ex,

202 2, ºmº 202

equazione all'elliſſi. E perchè in neſſun modo ci entra

il parametro p. la ſoluzione ſarà generale per le infi

nite parabole così deſcritte . -

se l'eſponente n della equazione p"Tºx” = y" ſi

ſupporrà negativo, onde l'equazione ſia xºyº = pºt”,

in cui ora è poſitivo, ſarà eſſa all'infinite iperbole del

medeſimo genere fra gli aſintoti, le di cui ſottotangen

ti ſono – ma , e deve Pure eſſere a queſte eguale la .

ma -

fottonormale della curva DC; adunque ſarà - ma -
ma

– ydy, cioè mºdº F ydy, ed integrando, max= yy - aa,

dx - n - 2,22 2,

o ſia xx – 2naa = nyy, equazione all'iperbola.
102 mo -

Se
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Se le infinite parabole Ac, oc ec. dell'equazione

pº-ºzº = yº averanno tutte lo ſteſſo parametro, ma -

ciaſcuna diverſo il vertice ſul medeſimo aſſe, vale a dire,

ſe una ſi muova ſempre ſull'aſſe parallela a ſe medeſi

ma; chiamando da un punto fiſſo A (Fig. 4.) una qua

lunque AB = x, e preſa una qual ſi ſia QC, la di cui

aſfiſſa QB = z, ordinata BC = y, ſarà pure – Vdy la .
dx

ſottonormale della ricercata curva DC, e però eguale

alla ſottorangente BT della parabola QC; quindi l'equa

zione – vay = mz ; ma per l'equazione della parabola ſi

da º

m - n

á z= y " , adunque-ydy = my” , cioè da -
272 - 72 dx pn - ma

772 - º I - ma

–: p 7 y 7 dy, ed integrando, e -

n7 -- fa 2B1 - 772

- --

–nnp n y ” , equazione della ricercata curva DC.

m X 2n– m

Le parabole ſieno apolloniane , cioè m = 2 ,

n = 1 ; l'equazione integrata non ſervirà in queſto ca

ſo , perchè fatte le ſoſtituzioni de valori di m , ed

x , averaſſi x = – p ; ma preſa la differenziale, ſarà

O

eſſa dx = – ; p X dy , equazione alla logaritmica. La .

9

ClIV2



948 INSTITU Z I O N I

curva adunque, che taglia le infinite parabole apollonia

ne ad angolo retto, ſarà la logaritmica MCN, la di cui

ſottangente è eguale alla metà del parametro delle para

bole.

Le parabole ſieno prime cubiche, cioè m E 3, n = 1,

ſarà x = – ppy - , o ſia xy = pp, e la curva DC ſarà

- 3 3

l'iperbola fra gli aſintoti.

Le parabole ſieno le ſeconde cubiche; cioè m = 3,

n= 2, ſarà a - i v py, o ſia xx = ºpy, e la curva .

D C la parabola ordinaria. Preſi altri valori per le m ,

ed m, altre curve ſi averanno .

Se le parabole AC, Q C ec. oltre l'avere ſul me

deſimo aſſe diverſo il vertice, averanno variabile il pa

rametro, cioè uguale in ciaſcuna alla riſpettiva diſtanza

del vertice dal punto fiſſo E, preſa una qualunque Q C,

ſia E B = x, aſſiſſa della ricercata curva DC, BC ordi

nata = y, E Q = p = al parametro, ſarà QB = x – p,

e l'equazione delle infinite parabole pn-s, =y-.

e la ſottangente BT = m X x - p., e però l'equazione

º

– ydy = m X x – p.

- 7

Le parabole ſieno apolloniane, cioè m = 2 , a E I,

ſarà p = e + /xx - yy , quindi fatte le ſoſtituzioni

- 2 4 - -

nellº
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lu

f)

r:

fi

l',

º

nell'equazione –ydy = n. X x - p, ſarà eſſa – vdy =

dx º da

3 E 2 Vºi– yy, che ſi potrà ridurre col metodo del

4

numero 14. alla ſeparazione, per indi paſſare all'inte

grale, che ſarà algebraico.

Se le infinite parabole AC, QC ec. dell'equazione

p” º z” = yº averanno lo ſteſſo parametro coſtante, gli

aſſi paralleli, ed i vertici variabili nella perpendicolare

agli aſſi, vale a dire, ſe una ſi muova in maniera, che

ciaſcun punto di eſſa deſcriva delle perpendicolari agli

aſſi. Preſane una qualunque EC (Fig. 5.), e chiamata -

A M = E B = z, BC = y, MC = x, e condotta alla pa

rabola EC la tangente CT prodotta in V, ſarà MV la

fottonormale della ricercata curva D C; ma poichè BT=

mz, ſarà MV= mzz, quindi averaſſi l'equazione mzz =
m ny my

– xdx, e ſoſtituito in luogo di y il valore p F zº

dz -

dato dall'equazione pº - º z” = y” , ſarà finalmente ,

mzx = – xdx, cioè – mzdz = dx, ed in

ma - n n dz ma - ma 72

mp m zº np gara zº

ll ll te
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2m - e

tegrando, x = – film2, º , equazione della

200 - 72

n X2m–nXp º

curva ricercata D C.

Le parabole ſieno apolloniane, cioè ma 2, n = 1, ſarà

3

a = – 4zº , o ſia opzs = z', e però la curva DC la
1 1o

3p 7

ſeconda parabola cubica, il di cui lato retto ſarà a .

quello della parabola AC, come il 9. al 16.

Avvertaſi, che in queſto caſo la poſizione della cur

va DC non ſarà la ſegnata nella figura 5., ma averà il

vertice in A, tagliando ad angolo retto la parte infe.

riore delle parabole apolloniane, cioè incontrando il con

veſſo, come nella figura 6. -

Fiſſato altro genere per le parabole AC, ſarà pure

una parabola d'altro genere la curva DC.

PRO
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P R O B L E M A I V.

43. Sulla retta A D (Fig. 7.) inſiſta la retta AC

in angolo ſemiretto, ſi ricerca l'equazione della curva AB,

la di cui proprietà ſia, che l'applicata BD, abbia alla ſot

totangente DF la ragione d'una coſtante a alla BC.

Chiamate A D = x, DB = y, ſarà CB = y – x ,

quindi per la condizione del Problema ſi averà y ,

gdv :: a, y – x, e però l'equazione adv = ydy– xdy.

dy -

Per ſeparare le indeterminate mi ſervo del metodo del

num. 23., pongo pertanto x = Ay - p - B, e dx = Ady + dp;

fatte le ſoſtituzioni, ſarà a Ady - adp = ydy – Aydy –

pdy – Bdy, ma in queſta equazione ſi ſeparano le inde

terminate, ſe ſpariſcano il primo, e ſecondo termine ,

dell'omogeneo di comparazione, cioè ſe ſia A = 1, e B

rimane arbitraria, che porrò per brevità = o; adunque

la ſoſtituzione da farſi è erry + p, dx = dy + dp, e l'equa

zione ſarà adp = – ady– pdy, cioè adp = – dy, curva

a-p

traſcendente, e che dipende dalla logaritmica.

ll ll 2 PRO
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P R O B L E M A V.

44. Ritrovare la curva , la di cui area ſia axy +

bxºyº, chiamando al ſolito le aſſiſe x, le ordinate y.

Deve adunque eſſere ſvise axy + breºyº; e però

3 dx = axdy - aydx - cby e xe- dx - ebxºyº- dy; o ſia,

fatto a – 1 - m, myd.x - axdy - chy” cº- dx +

ebx “yº - i dy = o. Per ſeparare le indeterminate in queſta

equazione ſi potrebbe ſervirſi del metodo del num. 33.

ponendo x = ue- º ze- , ed y = zºTº, onde da -

e – 1 X zº- uº- du - e– 1 X uºT zºTºdz , e dy =

1 – c X z- e dz; ma fatte le ſoſtituzioni, ci ſi preſen

terebbe un'equazione molto compoſta, la quale richie

derebbe un lunghiſſimo calcolo.

Per venirne a capo con brevità: ripreſa l' equazio

ne / ydx = bx ºyº + axy, pongo x º yº - q, onde l'e

quazione ſia ſſydx = bq +- axy, e però pax = ba

axdy - aydx. Ciò poſto, mi ſervo del metodo del num.

24. , a norma di cui ſcrivo l'equazione così :

axy X i E a X dx– dy = bdq ; indi pongo

d a' ſy

1 –a X dx-dy=dp; e però integrando, 1 – a º Elp,

ds ydº º V P

O
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E - a

o ſia x e = p . Fatte per tanto le dovute ſo

V
I -

ſtituzioni , averaſſi l'equazione a º dº F bdq .

PP

- I

Ora per eſprimere la x º per le aſſunte p , 1 , ſi

v

rifletta, che xºy e = q , cioè 9° = 4 , cioè 5 = q “ ;

x o -

5 º

E - a I - di li

ma ſi à pure x º = y, dunque a º = q° , o ſia -

c

p p a 7

e - ae -- aC I

a ae = q º p, e finalmente x “ =

I 62

ge– a + ae pe- a + se . Fatta adunque queſta ſoſtituzio

l

a , averemo l'equazione
2 ae - 2aC - e

ne in luogo di x

9

–“º
-

ap- ae - ae dp = bdq 3 cioè ap e re ae -- dC dp -

I

qe– a - se

bg Farda, ed integrando,
ae – aº e - de --AC - I

ae– due -- dal C xpº – aerºzbe -bae - bac X q e - ao -- aC +- g ,

at - al C e–at +- a C - I

equazione della curva, che ſi cerca.
- E'



954 INSTITUZIONI

E manifeſto, che queſta curva ſarà per lo più al

gebraica quando le quantità a, c, e ſaranno razionali,

ed all'oppoſto traſcendente quando una di eſſe ſarà irra

zionale. Diſſi per lo più, perchè anche poſte razionali le

a, c, e, ſarà però traſcendente la curva, ſe ſia e - c;

o pure a E 1 – e ; o c = 1, ed aſſieme a - 1 ; o a = o,

C- e

ed aſſieme e - 1, ed in diverſi altri caſi, che non ſerve

tutti accennare. -

CAPO
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C A P o I v.

Della riduzione delle Equazioni differenziali

del ſecondo grado.

45. QUando le equazioni differenziali del ſecondo

grado ſono tali, che poſſano loro adattarſi le Regole ſpie

gate dell'integrazioni sì ne caſi delle variabili ſeparate, co

me in quelle, che ſono miſte, nulla occorre di più, che ſer

virſi delle dette regole, e così per mezzo dell'integra

zioni ridurle a primi differenziali; e però intorno a ciò

nient'altro fa d'uopo aggiungere. Che ſe poi le formole

così ridotte al primo grado non averanno bene ſpeſſo ſe

parabili le indeterminate, nè ſaranno coſtruibili in verun

modo, la colpa non ſarà della maniera, con cui ſi ſvi

luppano le ſeconde differenze, ma piuttoſto di quella,

con cui ſi maneggiano le prime .

Dovrà adunque verſare la noſtra induſtria circa il

ridurre le equazioni differenzio-differenziali ad eſſere atte

per le aſſegnate regole dell'integrazioni, il che ſi può

tentare in più modi. -

46. Una maniera potrà eſſere di ſervirſi de ſoliti

ripieghi dell'Algebra volgare traſponendo i termini, di

videndoli, o moltiplicandoli per qualche quantità, ed

altri ſimili. Ma prima d'ogn'altra coſa è neceſſario ri

- cordarſi
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cordarſi, o ſapere, ſe nel paſſare dalle prime alle ſecon

de differenze ſiaſi preſa qualche fluſſione per coſtante,

e quale ſia ſtata; ed in oltre, che ſiccome nell'integra

zioni dalle prime differenze alle quantità finite ſi aggiun

ge ſempre la coſtante, così nulla meno deveſi aggiun

gere nelle integrazioni dalle ſeconde alle prime diffe

renze. Ciò poſto, ſia

E S E M P I O I.

Sia propoſta l'equazione by” = 2ayddx - adxdy, in

cm dudy

cui la durev dx - dyº è l'elemento della curva, e ſi ſup

pone coſtante; la ſcrivo così by” dydu = 2ayddx - adxdy.

C ma

Il primo membro, eſſendo coſtante du, è integra

bile, quando anche ſi multiplichi, o ſi divida per qua

lunque funzione di y; ed oſſervo, che lo ſarebbe pure

il ſecondo, ſe ſi divideſſe per 2 t y. Divido adunque ,

tutta l'equazione per 2 Vy, e ſarà by" dvdu =

2c ºvy

- - - 772 i

2ayddx - adxdy, ed integrando ſarà by du =

2 A
ſy- m+ : X2cm

adx vy - adu Va, equazione ridotta alle prime differenze.

Nell'integrare 6 aggiunta la du appunto, perchè è

coſtante, e l'Ö moltiplicata in a Va per gli omogenei.

ESEM -
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E S E M P I O I I.

Sia l'equazione fa dx – yddy, in cui ſi è preſa

ydx per coſtante; la moltiplico per 2dy, e ſarà 2 fdy =

2dx º dy – 2ydyddy, cioè 2 fly = 2dy – 2dyddy, ed inte

yº dx º y ſyydx º -

grando, per eſſer coſtante ydx, ſarà ſ2fdy =

5 y yydx

– 1 – dy” - nyydx”.

E S E M P I O I I I.

Sia l'equazione fa duº – vddy, in cui da ſia co

y 3 dx º - - -

ſtante, e du l'elemento della curva, cioè dx * - dy* = du .

Poichè dunque è coſtante da , ſarà dºddy = duddu, e .

però ſoſtituendo il valore di ddy nell'equazione, ſarà fe

dydu – yduddu, e moltiplicando per 2) , 2 f) =

y” dydx º

2ydydu - 2ºrduddu , cioè 2 fly = 2ydydu - 2yyduddu,

ſy 'dydx º yº dx º

X X ed
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ed integrando 2ſfay = – duº + mdx” .

yds

In queſt'altra maniera ancora: poſto nell'equazione

in luogo di du il ſuo valore, ſarà eſſafa dx + dy” –yddy,

ſy 3 dx 2.

e moltiplicando per 2/dy, 2fydy=2ydydx +2ydy'-2'pdyddy,

p' dx -

cioè 2fdy = 2ydydx - 2ydy' – 2yydyddy, ed integrando,
T p “dx º

a ſu = – dx”–dyº + nd: * .

yydx”

E S E M P I O I V.

Sia l'equazione adx = xyddy + xdy”, in cui da ſia

dx

coſtante; moltiplicata per dx, e diviſa per x ſarà adx =
-

5 ddy - dy”, ed integrando , giacchè dx è coſtante ,

adx l x + Adx = ydy. Che ſe faraſſi la coſtante aggiunta

A = a , averaſſi adx l x - adx = ydy, e paſſando avanti

con l'integrazione, arclx = yy.

2,

ESEM
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E S E M P I O V.

Sia l'equazione fa dxdyduº +-yduº ddx – ydxduddu,

ydxdydt

in cui du è l'archetto della curva, dt è data per x, e

per y, e neſſuna fluſſione prima è ſtata preſa per co

ſtante; la divido per y' dx', e la moltiplico per 2, e

ſarà 2 f = 2dxdyduº + 2yduº ddx – 2ydxduddu, o ſia .

y” dx 5 dx º dydtº

2 fdydt” = 2ydx º dyduº + 2vyduº dxddx – 2yydx º duddu,

pydx” yº dx º

ed integrando, a ſtivi: = – duº + n.

yydx º ſyydx º

Ma ſi può ben dire, eſſere coſa impoſſibile, il fare

uſo di queſto metodo nell'equazioni, le quali ſieno al

quanto compoſte, quando a un di preſſo già non ſi ſap

piano le integrazioni, che devono farſi, onde paſſerò ad

altri metodi.
-

47. Nella ſoluzione de Problemi paſſando dalle ,

prime alle ſeconde differenze può tornare molto como

do il non aſſumere, qualora ſia libero, fluſſione alcuna

per coſtante, per potere quindi con la formola ſotto

l'occhio determinare quella tale coſtante, per cui l'eſ

preſſione venga in tale modo ad abbreviarſi, che ſia -

x x 2 facil
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facilmente integrabile . Gli eſempi faranno meglio in

tendere il metodo .

E S E M PI O I.

N

Sia l'equazione fa dyº + dx dy– edyddx - xdxddy,

2x 'dy'

la quale ſiaſi avuta ſenza aſſumere alcuna fuſione co

ſtante. Per abbreviare queſta formola: conſidero, quale

poſſa eſſere quella fluſſione, che preſa per coſtante mi

diſtrugga nell'omogeneo di comparazione due termini,

due ſoli laſciandone, e trovo che due poſſono eſſere,

cioè cdy, e dx .
as

Sia dunque cdy = c, e preſe le differenze, eddy -

dxdy = o , e però anco moltiplicando per dre, xdxddy +

dx dy = o , con che ſpariſcono nell'omogeneo di com

parazione dall'equazione principale il ſecondo, e quar

to termine così, che ſi avrà fedy' –xdyddx ; ma .

- - 2x 'dy

eſſendo xddy + dxdy = o, ſarà dy = – addy , quindi

dx

ſoſtituendo , ſarà fr - xdy ddy – edyddx , cioè

2x º dxdy 2xºdy'

f= – xdy ddy - cdxdxddº , o ſia fe-dyddy– dxddx

2x º dxdy” 2xxdxdy º

IIi 3.
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ma xdy = e, adunque fe – dvddy – dxdx, e final

2 ccdx

mente fax = – dyddy – dxddx , ed integrando ,

2CC

ſfize – dy” –dx + n, o i ſis-a-seen.

4cc 4xxdy”

Quando ſiaſi giunto all'equazione fa di -xdyddx, ſi

2x 'dy”

può più brevemente paſſare all'integrazione moltipli

candola per ds, e diſponendola così: fix = dx - daddx,

2x 2xxdy”

mentre eſſendo xdy coſtante, ſaràfree- I –

4xx

dx º r n , come ſopra .

4xxdy”

Facciaſi ora coſtante la quantità dx . Una tale ſup

poſizione dando xdx – dx = o, e però anco -

- x x' -

sedyddx - dx dy = o, toglie il ſecondo, e terzo termi

ne dall'equazione principale, e la muta in queſta fe

dy' + xdxddy , º moltiplicando per dar , fix =

2x 'dy” -

dxdy' - xdx º ddy, il di cui integrale, a cagione di dx,

2x dy' - 37

O
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o dx coſtante, ſi trova teſte =- 1 - da En,

4xx 4xxdy”arx

come ſopra.

48. Ma per ſapere a un di preſſo, quale fuſione

poſſa prenderſi per coſtante, ſi oſſervi, ſe nell'equazio

ne propoſta vi ſieno due, tre , o più termini, i quali

moltiplicati, o diviſi per una quantità a loro comune,

poſſano ridurſi ad eſſere integrabili; indi fatta l'integra

zione, la loro integrale ſi prenda per coſtante, e ſi

proceda nel modo ſpiegato. Se non ſempre , qualche ,

volta almeno avremo l'intento .

Ripiglio l'equazione f -

dy” - dx dy – xdyddx + xdxddy ; oſſervo, che i due ,

2x º dy”

termini dx dy + xdxddy diviſi per dz rimangono dxdy -

xddy, quantità integrabile, e che il ſuo integrale è ady;

ecco adunque, per qual cagione dovevaſi prendere que

ſta quantità per coſtante. Similmente oſſervo, che i due

termini dx dy-xdyddx, ſe ſi dividono per – exdy 9

ci danno – dx + xddx, quantità integrabile, il di cui

a x'

integrale è da 3 potevaſi adunque prendere per coſtante

ad

anche la fuſione dx .

º

ESEM.
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- E S E M P I O .

Venga propoſta la formola xy X dxddy – dyddx =

ydydx – yydzdy – xdxdy”, in cui la variabile z è in

qualunque modo data per y. -

La diſpongo così : eydxddy +-yydzdy* = yxdyddx +

ydydx º – xdxdy” , ed oſſervo, che ſe ſi divida per

ſyydy l'omogeneo di comparazione, ſarà egli

5xddx - ydx – xdxdy, il di cui integrale xdx . Pren
-

yy - ſy

do adunque per coſtante xdx, e però cdx = c, ed
ſy 3'

ayddx + ydx – xdxdy = o, quindi la propoſta equazio

3/y -

ne verrà ad eſſere xydxddy - Wydzdy* = o , cioè dz =

–xdxddy, ed integrando, per eſſere xdx coſtante -,

ydy” ſy

3 = xdx + m . -

-

Jºdy -

49. Quando in una equazione del ſecondo grado

manca l'una, o l'altra delle due indeterminate con tutte

le ſue funzioni , e non entrano nella formola ſe non le

ſue differenze prime, o ſeconde in qual ſi ſia modo com

poſte
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poſte, ed a qualunque dignità elevate, l'integrazione,

o riduzione alle prime differenze ſarà ſempre in noſtra

mano per mezzo di una ſoſtituzione. Queſta ſarà di

porre la prima differenza, che fluiſce, eguale ad una .

nuova incognita moltiplicata nella fluſſione aſſunta co

ſtante, o che ſi aſſuma ad arbitrio in caſo, che neſſuna

foſſe ſtata fiſſata coſtante. Per eſempio: in una data .

equazione ſia ſtata ſuppoſta dx variabile, e dy coſtante;

ſi faccia dx = pdy, e prendendo le differenze nell'ipoteſi

di dy coſtante, ddx = dpdy. Fatta queſta ſoſtituzione in

luogo di ddx , e maneggiata l'equazione, col ſoſtituire

i valori preſi dall'equazione dx = pdy, ſi ridurrà ſem

pre alle prime differenze.

O pure ſe tornaſſe più comodo, ſi ponga la prima

fluſſione della variabile, che manca dall'equazione, egua

le ad una nuova indeterminata moltiplicata nella prima

fluſſione dell'altra . Fatte le debite ſoſtituzioni, avendo

riguardo alla fuſione, che ſarà ſtata preſa coſtante,

averemo l'equazione propoſta ridotta alle prime diffe

TCI)ZC e

E S E M P I O I.

Sia di nuovo l'equazione dell' eſempio primo del

num. 46. by” = 2ayddx + advdy, in cui è ſuppoſta co

c m dudy

ſtante la du . Fac
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Faccio pertanto dx = pdu, e differenziando, dix =

dpdu, quindi ſurrogato queſto valore, averemo by" =

- cm

2aydpdu - apdudy , cioè by” = 2aydp - apdy, e però

dudy - cm dy

by" dy = 2aydp - apdy, la qual equazione diviſa per 2 Vy

cm

m

m +- -

è integrabile, e l'integrale ſi è by * = ap y tg;

l

- m3

m+ : X2c

m+ i

ma p = dx, dunque by du = adx Vyi-gdu.

du l

m - i x2cm

E S E M P I O I I.

Sia l'equazione frydydx = – duddu. La f è data

per y, du è l'elemento della curva, ed pdx è la fuſio

ne preſa coſtante. Faccio adunque du - pydx, e diffe

renziando, ddu = ydpdx, e però fatte le ſoſtituzioni, ſarà

fyydydx = – yypdpdx”, cioè fidy = – pdp; onde inte

grando, ºſtº = – pp + 2m, ma pp = du =

ſyydx º

dx º - dy'; fatte pertanto le ſoſtituzioni, e la riduzio

ſyydx”

y y ne »
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ne, averaſſi dx = dy

V 2my– 1 – 2)y ſfay

Riduco ora la ſteſſa equazione per mezzo dell'al

tra ſoſtituzione indicata, Pongo adunque dv = pdu, e

ddx = dpdu - pddu, e però du = ddx - dpdu. Fatte le

p

ſoſtituzioni, ſarà l'equazione frvppdydu” = ,

–duddx+ dpduº, ma è ſtata aſſunta coſtante la fuſio

p

ne ydx , quindi averemo Vddv - dydx = o , cioè dix =

–dxdy, o ſia dix = – tdudy, e ſurrogato queſto va
ſy - y

lore ancora nell'equazione, ſarà fppyydy = dy + dp. Ciò

5 p

poſto: paſſo avanti, e faccio di + dp = dg, onde p =q,

y P q

e però fagdy = da, o ſia fly = di , ed integrando,

I q”

frº- - I + m ; ma qa = ppyy = vvdx = yydx ,

2qq da dx - dy

dunque ſarà ºffº = – dx -dy” + 2m, da cui ſi ri

ſyydx º

cava, come ſopra, da E dy

la amy-1-2» ſfiy

ESEM
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º

l

E S E M P I O I I I.

Ripiglio l'equazione dell'eſempio 3. del num. 46.

fy 3 dxº = dx º + dyº –yddy, in cui è coſtante da , e ,

pongo dy = pdx, e però ddy = dpdx , fatta la ſoſtitu

zone, ſarà fr dx * = dx º + dyº –ydpdx, e fatta ſpari

re la dx col valore dy, averemo fv 3 dy * = dy º - dyº –

p fp pp

pdvdp, cioè fººdy* = dy* - ppdyº –ypdydp, e dividendo

p

per yºdº, ſarà fºy= dy - ppdy–ypdp, ed integrando,

ſy 3 ſy 3 - -

frº=– 1 – pp + m, e fatta la ſoſtituzione in
2yy 2yy

luogo di p del valore di ſfº=- - dy* +- m ,

dx - 2yy 2yydxº

cioè ºffº -- : + 2 m, e però da E

ſyydx º

dy

A amy-i-zy ſty

5o. Che ſe nella propoſta equazione neſſuna fuſ

ſione ſia ſtata preſa per coſtante, una ſe ne prenda a

piacere, e ſi operi come s'è fatto nel num. 48.

y y 2 ESEM
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E S E M P I O .

Data l'equazione dell'eſempio 5. num. 46., in cui

neſſuna fuſione è aſſunta coſtante , cioè frºdydx º =

dxdyduº + yduº ddx –ydxduddu ( poſta ydx in luogo di

dt), ſe ſi prenda coſtante da , ſparirà il termine yduº ddx,

e l'equazione ſarà frºdydx * = dyduº – yduddu, onde ,

per ridurla dovrà porſi du = pdx, quindi ddu = dpdx.

Surrogati queſti valori, averemo frºdydx * = ppdydx –

ypdpdx”, cioè frºdy = ppdy – ypdp, la quale equazio

ne, per paſſare alle integrazioni, ſcrivo così: f) dy =

ppy X dy – dp, quindi integrando col metodo del num.

ſy p

24 dell'antecedente capo, ſfdy = – pp - m; e re

2yy

ſtituito il valore di p, ſray= – du * - m .

2yydx º

Se ſi prenda coſtante du, ſparirà il termine yd.eduddu,

e l'equazione ſarà fv'dydx = dxdydu - yduº ddx, e ,

però dovrà porſi dx = pdu, ddx = dpdu. Soſtituiti queſti

valori, averemo fp'dy X p' du' = pdydu' + ydpduº, cioè

fy'dy=pdy-ydp, e però integrando, ſarà ſfa, r- I +- m,

pº - 2ppyy

e
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e reſtituito il valore di p 'ſtº = – duº - m .

2yydx º

51. Il poterſi aſſumere una fluſſione a piacere per

coſtante nelle equazioni, in cui neſſuna ſia già ſtata .

preſa, può rendere capaci del metodo del num. 49. al

cune equazioni, le quali, per avere ambedue le inde

terminate finite, non lo ſieno ; e ciò aſſumendo tale ,

fluſſione per coſtante, che faccia ſparire tutti que ter

mini, ne quali ſi trova l'una delle indeterminate finite,

rimanendo quelli ſoli, che l'altra contengono.

E S E M P I O.

Sia l'equazione dx” – dxdy* = ydxddx - 2xdyddy,

in cui neſſuna fuſione è preſa coſtante.

se faremo coſtante da , ſparirà il primo termine .

dell'omogeneo di comparazione, e ſe faremo coſtante

dy, ſparirà l'ultimo; e sì nell'uno, che nell'altro caſo

una ſola delle indeterminate rimane. Fiſſo adunque co

ſtante da ; ſarà l'equazione dx” – dxdy = 2xdyddy .

Pongo dy = pdº , ddy = dpdx; fatte le ſoſtituzioni, ſarà

a - dº

dx – ppdx = 2xpdpdx , cioè aadx - ppdx = 2xpdp,
ad ad

O
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o ſia dx = 2.pdp ; integrando adunque, ſarà la E

- aa- pp

– Vaa Fp - l m, e però x = m , e reſtituito in .

aa pp

luogo di p il ſuo valore adv, ſarà e - mg -

dx aa – aady”

dgº

cioè x = max º , o ſia mix = aaxdx º – aaxdy” .

aad, FT aady *

52. Ma quando il prendere una fluſſione a piace

re per coſtante non ſerva per eliminare una delle due

indeterminate finite, o la fluſſione coſtante ſia già ſtata

fiſſata, ſicchè nell'equazione rimangano ambedue le in

determinate, fin'ora non è ſtato ſcoperto alcun metodo

generale per procedere avanti.

I metodi ſpiegati poſſono avere talvolta il loro uſo,

ſiccome pure i ſoliti artifizi dell'Algebra comune con .

le moltiplicazioni, diviſioni ec., come per eſempio nell'

equazione xxydy” = eddx – dx”, la quale diviſa per xx

ſarà 'dy = xddx-dx , e però integrabile (ſuppoſta dy

-.X'
-

coſtante) e l'integrale è vvdy = dx + mdy.

2, -X

Tal'ora una ſoſtituzione può rendere la propoſta .

equazione ſoggetta al metodo del num. 49. Ed in fatti

l'equazione x "ddx = yddy +- dy + yydyº, che non è

ſog
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ſoggetta al canone del ſuddetto numero, lo ſarà però

ſe ſi faccia ydy = dz, onde ſia x º ddx = ddz + dz” .

53. In caſo poi, che nelle equazioni ſia già ſtata

aſſunta la fuſione coſtante, può eſſere di molto uſo il

mutare l'equazione propoſta in un'altra equivalente, in

cui neſſuna fuſione ſia coſtante. Per far ciò: ſia l'equa

zione generale dy = pdx (la p è una quantità data in .

qualunque modo per x, e per y) e ſia dx coſtante,

differenziando ſarà dir = dpdx; ma è pre dy, dunque -

dx

differenziando ſenza alcuna fluſſione coſtante, ſarà dp =

dxddy – dyddx, quindi ſurrogato queſto valore in luogo

dx º - -

di dp nell'equazione ddy = dpdx, averemo ddy =

dxddy – dyddx. Se pertanto in una qualunque propoſta

dx

equazione, in cui ſia coſtante dv , ſi ponga in luogo di

ddy il valore dxddy – dyddx, ſarà eſſa mutata in un'altra,

dx

equivalente, in cui neſſuna fuſione è coſtante.

Ma perchè frequentemente altre più compoſte fluſ

ſioni ſi aſſumono, o ſono ſtate aſſunte per coſtanti, ſarà

bene rendere più univerſale queſto metodo.

Sia adunque l'equazione generale dy = mpdx ; (la p

è ſimilmente data in qualunque modo per x, e per y,

ed m è una funzione qualunque di x, o di y, o di am

- be

S
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be inſieme) Sia coſtante mix, differenziando ſarà day=

mdxdp; ma p = dy , e differenziando ſenza aſſumere.
mdx

coſtante, dpz mdxddy – dmdxdy – mdyddx, quindi ſur

mmdx º

rogato queſto valore in luogo di dp nell'equazione ,

ddy= mdxdp, averemo ddy= mdxddy– dmdxdv – mdyddx.

mdx

Se pertanto in una qualunque propoſta equazione, in .

cui ſia coſtante mix, ſi ponga in luogo di ddy il valore

ritrovato mdxddy –dmd.edy–mdvddx , ſarà eſſa mutata

mdx

in altra equivalente, in cui neſſuna fuſione è coſtante.

-

Reſe in queſta guiſa compite le equazioni, cioè tali,

che non abbiano fluſſione coſtante, per paſſare alla ri

duzione ſarà in noſtro arbitrio di prendere per coſtante

quella, mediante la quale ci verrà fatto di Qttenere ,

l'intento.

E S E M P I O I.

Ci venga propoſta l'equazione da ridurre da dr –

dy' - adxddy + xdxddy , in cui è coſtante da . Poſto

adunque in luogo di ddy il valore dxddy – dyddx ,

dx

- (poi
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( poichè in queſto caſo m = 1 , e dm = o ) ſarà

dx dy– dy” = adxddy –adyddx - xdxddy– edyddx, in

cui neſſuna fluſſione è coſtante, quindi fatta coſtante la

dy, ſi trova eſſere dx + xddx - addx = dy” , ed inte

grando, xdx - adx = ydy, equazione all'iperbola.

E S E M P I O II.

Sia l'equazione – edv” – xyddy – vdydx =

3 dy

aadx – xxdx, in cui ſia ſtata preſa coſtante la fluſſione

aa -- 3'37

pdx. Per trasformarla in un'altra, in cui neſſuna fuf

ſione ſia coſtante, poichè in queſto caſo m = y, il va

lore della ddy da ſoſtituirſi ſarà paxddy–dxdy” –ydyddx,

3 dx

e però l'equazione

– xdy – dx – xydxddy + xdxdy” - eydyddx =

9 3 dxdy

aadx – xxdx . Per ridurla, fiſſo per coſtante la fluſſio

ad -- X x' -

ne xdy, in conſeguenza di che ſarà addy - dxdy = o,

cioè – ddy = dxdy , e però fatta la ſoſtituzione . ,
a

– xdy - da + dx + xdy + xddx = andv – exdx ,

3' 9 dx –i

Z Z cioè
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cioè – ddx = xxdx – aadx, ed integrando, - l dx =

da aax +- x º

l aa - xx – lady ( ſottraggo l edy, per eſſere quantità
2

coſtante), e togliendo i logaritmi, 1 = aa + xx , cioè
Tdi acxdy

ºcxdy = aadx + xxdx .

R S E M P I O I I I.

Sia l'equazione - dxddy - dºdx = da + dv , e ,

dy ſy 37

coſtante la fuſione ydx . Pongo adunque in luogo di

ddy il corriſpondente valore ydxddy – dxdy” – vdyddx,

ſydx

ſarà – dxddy - dyddx = dx - dyº, in cui neſſuna fuſio

dy dy T x

ne è coſtante, quindi preſa coſtante dv, ſarà reddx =

dx - dyº, la quale equazione è il caſo del num. 49.,

e però ſi fa ridurre,

54. Il metodo ſpiegato nell'antecedente capo al

num. 24. può avere uſo anche nelle equazioni differen

zio-differenziali , procedendo a un di preſſo nella maniera

ivi adoperata. Eccone la pratica in alcuni eſempi.

ESEM
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E S E M P I O I.

Ripiglio la formola dell'eſempio primo di queſto

capo by" = 2ayddx + adxdy, in cui du = V dx º + dyº è

cm dudy

aſſunta coſtante, ſarà by” dydu = 2yddx - dxdy; la pre

aC m.

paro nella ſeguente maniera: da Edy X dx = by” dydu,

dx 2y acº X 2y

oſſervo, che le due quantità ſotto la linea ſono integra

bili per via de logaritmi; faccio adunque dix - dy = dp,

dx 2y Tp

e però l dx - lVy = lp - llu (aggiungo il logaritmo di

du, per eſſere du coſtante) cioè dx Vy = pdu . Quindi

ſoſtituendo nella propoſta equazione in luogo di ddx -dy
dx 2y

il valore dp, ed in luogo di dx il valore pdu , ſarà

p V y

m

dpdu = by”- dida, o ſia dp = by dv, edintegrando,

V y 2aC º 2aC ma

1

b - p = by" E , ma p = dx Vy; e però finalmen
-

l mo du

m+ : X 2ac

ZZ 2 te
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- I

te hdu - dx v y = by" : du , come nel citato eſempio.

- m - i X 2acº

E S E M P I O I I.

-
–º

Sia l'equazione –ddx V xx - yy = yda - edv , in

A 2ex + yy

cui è coſtante ydx – xdy.

La ſeconda differenza ddx diviſa per la coſtante

pdx –xdy ci dà quantità integrabile, e però ſcrivo l'e

quazione così: – ddx = x X ydx = sedy . Ma .

ſydº-ºdy xx Eyv xx yy

oſſervo, che nel ſecondo membro la quantità ydx – xdy

è ſommabile, quando ſi divida per yy, adunque pre

paro l'equazione ſecondo il metodo, e ſarà

– ddx = acyy X 5 stAy . Pongo

ſydx - xdy xx-y xx + yy ſyy

ſydx – xdy = dp, ed integrando, a - p, quindi fatta la .

ſyy y -

ſoſtituzione, avremo – ddx = seyydp º

ydx – xdy sx -7 xx +-yy

da cui ſi farà ſvanire la x, o la y per mezzo dell'equa

zione
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zione x = p. Facciaſi ſparire dal ſecondo membro la .

3' - -

37 , collocando il ſuo valore pv, averaſſi – ddx =

- - ſydx – xdy

pdp , e paſſando all'integrazione , ſarà

aa - ppv aa - pp

– dx. - - I , cioè – dx. -

ſydx – xdy V aa - pp ydx – xdy

- ſy , reſtituendo in luogo di p il ſuo va

Vaayy + xx

lore x .

-

In queſta integrazione potevaſi aggiungere la co

ſtante ydx – xdy, ma o ſi aggiunga, o ſi ommetta, la

integrazione dalle prime differenze alle quantità finite ,

nell'uno, e nell'altro caſo ci dà ſempre le ſezioni co

niche.

55. Diſſi al num. 52., che quando le equazioni dif.

ferenzio-differenziali contengano ambedue le variabili,

non vi è metodo generale per ridurle ; uno però ſe ne

può aſſegnare, il quale ſebbene non ſerve per tutte, è

molto univerſale nel genere ſuo, ed abbraccia tutte le

infinite equazioni, che a tre canoni ſi rapportano. Me

diante queſto metodo le date equazioni ſi traſmutano in

altre, nelle quali manca l'una delle due variabili, e che

per
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per conſeguenza ſi ſanno maneggiare col metodo del

num. 49.

Il primo canone comprende quelle, che ſono di

due ſoli termini, e vengono eſpreſſe dalla formola ge

nerale ax º dx p = yn dy?-* ddy, in cui ſia preſa dx co

ſtante. Per ridurre queſta equazione, pongo e - cº,

ed y = cºt; la c è un numero, il di cui logaritmo ſia

l'unità , h è un arbitraria da fiſſarſi nel progreſſo, ed

u, t ſono due nuove variabili. Poichè x =cº, ed y=cºt,

per le regole del calcolo eſponenziale ſarà da zhcº du,

ddx = bcº X ddu - hau”, dy = cºdt - cº tdu, ddy =

cº X ddt - 2dtdu - tduº - tddu . Ma poſta coſtante da , ſi

à ddx = o, e però hcºX ddu - hau z o, cioè dau =

– hduº, il che ſoſtituito in luogo di ddu nel valore di

ddy, ſarà day = cº X ddt + 2dtdu - 1 – h Xtduº. Soſti

tuiti nella propoſta equazione, in luogo di x , ed y, e

ſuoi differenziali , i reſpettivi valori , ſi muterà eſſa

in queſt'altra acº X hp X cºp" dup =

–p - 2 –

c nu pn Xcºdt - cº tdu Xcº Xddt +-2dtda +- 1– h X tduº,

- buXm Fp n+p- iXa 2 -

cioè ac b? duPrc tº Xdt+tdu Xddt +2dtdu+-1-h)(tda',

-

Ma per liberare queſta equazione dalle quantità eſ

ponenziali, cioè per togliere da eſſa la c, converrà che

ſia
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ſia n - p – 1 = bm - hp, con che ſi determina il valore

dell'aſſunta h, cioè h = m - p – 1 uindi l'equazione
9 p » Gl -

m +-p

–P

ſarà a X n - p– I du? =

m+-p

–P-2 -

tº X dt - tau Xddt - 2dtdu - m–n - 1 X tdu” , la .

m-i- p

quale, perchè contiene una ſola delle variabili finite,

cioè la t, viene ad eſſer ſoggetta alla regola del ſo

pracitato num. 49.

Poichè adunque ſi trova il valore di b = n t-p- 1,

m +-p

toſto appariſce, quali ſoſtituzioni dovevano farſi da prin

m +- p - 1 X lº

cipio, cioè se - c º + ? , ed y = cºt per ottenere

l'intento. -

Paſſando avanti con l'operazione, giuſta il metodo

del num. 49., pongo du = zdt, e però ddu = zddt -

dzdt , ma la ſuppoſizione di dx coſtante ci a dato

ddu = – hduº, cioè da - 1 –n–p X zzdt”; adunque

m +-p

averemo 1 – n – p X zzdt = zddt - dtdz, quindi ddt =

- m +-p

I , X zdtº – dtdz; ſoſtituiti pertanto nell'equa

m +-p a -

zione,
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zione, in luogo di du, e ddt, i riſpettivi valori, ſarà

–?

a X n + p – 1 X z? dt P =

p

m +- P

tnxdt-ztdt X 1-n-p Xzdt”-didz42zdt em–n+1Xzztdi,

p+- m 2. m - p

o ſia dividendo per dt P- , e moltiplicando per 2 ,

–P

a X n - p – 1 X z PT di F

tnX1+-tz X1 - 2m-ni-pxzzdt - ment 1Xtz' dt-dz,

- m +- p m +- P

la quale equazione è ridotta alle prime differenze. E fa

cile a vedere, che per ridurre ſul bel principio l'equa

m -- p- i

zione, baſtava porre v - c iº ze, edv="

In queſta generale equazione, che è ridotta, è ſup

poſta coſtante la fuſione ds, ciò non oſtante però non

farà difficoltà alcuna al metodo, che in una qualunque

propoſta equazione altra fluſſione diverſa da dx ſia preſa

coſtante, poichè col metodo del num. 53. ſi potrà muta

re la propoſta equazione in altra equivalente , in cui

neſſuna fuſione ſia coſtante, per indi poi fiſſare co

ſtante la ſuddetta dx.

ESEM
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–-

E S E M PI O I. ,

-

-

-

,

Sia l'equazione xdxdy= yddy, in cui è coſtante da ;

la ſcrivo così: cdx = ydy - ddy. Paragonata queſta con

la canonica, ſarà a - 1, m = 1, p = 1, n = 1, quindi

ſurrogati queſti valori nell'equazione generale differen

ziale del primo grado di ſopra ritrovata, averemo

I

i zzdt = t Xizzit + º tz' dt – dz.

i +- tz

E s E M P I o II.

Sia p = 1, n = – 1, m = – 1, cioè l'equazione

ax -' dx =y Tºdy-: ddy, o ſia adx = ddy, in cui è co

º ydy

ſtante la fuſione dx . Riſpetto a queſta ſarà inutile il

metodo, poichè ſi avrà pi m = o, ed in conſeguenza

infinito ciaſcuno determini dell'equazione generale dif.

ferenziale del primo grado, a riſerva dell'ultimo.

Ma in queſto caſo, ſenz'altro artifizio, è facile la .

riduzione. Scrivo adunque l'equazione così: cddy=aydy.dx,

ma l'integrale del primo membro è cdy – ydx, quello

del ſecondo è ayydx ; dunque cdy – ydx = ayydx + bdx.

2, - 2,

- a d a 56.
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56. Il ſecondo canone comprende tutte quelle ,

equazioni, nelle quali la ſomma degli eſponenti delle ,

indeterminate, e dei loro differenziali ſia in ciaſcun .

termine la ſteſſa. Suppoſte e, ed y le due indetermi

nate, e dx coſtante, ſi riducono queſte al caſo del

num. 49. col porre x = c º, ed y = cºt, eſſendo pari

mente c un numero, il di cui logaritmo ſia l'unità, e

le u , t due nuove indeterminate. Per far vedere il

metodo, prendo l'equazione avºy - º- i d. p dy” – p -

bx ny-º- i dx idyº - º z ddy, la quale, ſebbene è di

una ſola dimenſione, e di tre ſoli termini, ciò non .

oſtante il metodo è generale, e ſerve, quanti ſi ſieno

i termini, e qualunque la dimenſione, purchè vi ſia .

la condizione notata.

Pongo adunque a Ecº, y = cºt, ſarà da z cºda,

e perchè dx è coſtante, averemo cºddu - cº duº = o ,

cioè du = – duº; ſarà pure dy = cºdt - c º tdu, ddy =

cº X ddt +-2dudt + talu” + tadu , ma ddu = – duº, adun

que ddy = c º X ddt + 2dude. Soſtituiti pertanto queſti

valori nella propoſta equazione, ſarà eſſa

2. - -

– 2

at - m- i du? X dt - tdu +-bt Tº - i du 7 Xdt+tdu "

ddt + 2dudt. Perchè adunque manca in queſta la inde

terminata u, ſi potrà procedere avanti col metodo del

ſuddetto num. 49.

Faccio
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Faccio du = zdt , ſarà dia = dzdt - zddt, ma -

ddu =-du - –zzatº, adunque ddt =–dzdt– zdt”,

-

º

)

quindi ſurrogati queſti valori, averemo a

2 – p 2- q

at Tº - º z? dtp Xdt - ztdt - bt-n- z Adta)(dt -ztdt =

2 - p

– dzdt - zdtº, o ſia at-m- z pdt X 1 + zt --

2

2 -
q - -

bt - º- º z1dt X 1 - zt = – dz + zdt, equazione dif

ferenziale del primo grado. Da ciò ſi vede, che da .

principio potevaſi ridurre la propoſta equazione ponen

ſzdt ſzdt

do x = e , ed y = c t.

E s E M P I o.

Sia l'equazione xdxdy –ydx = yyddy -

Per rapportarla alla canonica, la ſcrivo così :

ay-º dxdy –y - dx = ddy, ſarà dunque az1, m=1,

p= 1 , n=o, biz– 1 , q = 2 ; quindi ſurrogati queſti

valori nell'equazione canonica differenziale qui ſopra ri

trovata, averemo l'equazione ridotta t-ºzdt X 1 - zt–

t- 'zzat = – dz - zdt , o ſia zdt + zztdt – zzat =
-

– dz - zzde, cioè zzdt – zzttdt = – ttdz .

–

-

2 3 a 2 Paſ
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- Paſſando avanti per l'integrazione, ſarà ttdt– dtz
tt

-

dz, e però integrando, t + i = – : 4-f, (la f è la

22

coſtante aggiunta per l'integrazione ) cioè ttz + z =

- t + ftz , ma per le ſoſtituzioni z = du , x = cº,

- i dt

x = cºt, ſarà du = dx , t = y , dt = xdy-yda, e però
- - º a: - 3'3' -

z = xdx , quindi ſurrogati i valori di t, e di z ,

adyEydx

averemo cdx - ydy = f.

ſydx

57. Il terzo canone comprende tutte quelle equa

zioni, nelle quali l'una delle due variabili, qualunque

ſiaſi , aſſieme con i ſuoi differenziali forma in ogni

termine perpetuamente un medeſimo numero di dimen

ſioni. Ma biſogna diſtinguere due caſi ; l'uno quando

ſia coſtante il differenziale di eſſa variabile, che forma

il medeſimo numero di dimenſioni; l'altro quando ſia .

coſtante il differenziale dell'altra. -

E quanto al primo caſo: ſia l'equazione canonica .

P er dy” r . - Qx"-" da "dy" --- = dx” ddy, in .

cui la ſomma degli eſponenti di x, e di dx in ogni ter

mine è la ſteſſa ; P, Q ſieno funzioni qualunque della

p, e dx ſia coſtante. Per ridurre queſta equazione, ſi

fac
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cia x = cº, eſſendo parimente c un numero, il di cui

logaritmo ſia l'unità, ed u una nuova variabile. Sarà

adunque dv - cº du , e di nuovo differenziando, preſa -

dx coſtante , cºddu - c º duº z o, cioè dilu = – duº.

Soſtituiti queſti valori nell'equazione, averemo

Pdy” * * - Q duºdym + - n = dum ddy, la quale, perchè

non contiene la u, ſarà ſoggetta al canone del num. 49.

Pongo adunque du - zdy, ſarà du = dzdy - zddy,

ma ddu = – duº , e du' = zzdy”, adunque averemo

zddy + dzdy = – zzdy”, e però ddy = – zzdy”– dzdy.

- 2

Soſtituiti pertanto nella ritrovata equazione queſti valo

ri di du , e ddy, ſarà -

Pdym + º +- Qzndym + 2 =-2 m +- 1 dy m - 2-z m +- 'dymº dz,

e dividendo per dy” - “,

Pdy - Qzºdy = – zº+ dy – zºº dz, equazione del

primo grado. Potevaſi adunque ſul bel principio porre

ſzdy - -

v = c , e così in un ſol colpo ridurre l'equazione,

ESEM
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E S E M P I O.

Sia l'equazione 2adx dy - axdxddy = 2xdxdy* -.

2.exdyddy , in cui ſia coſtante da . Pongo adunque ,

ſzdy ſady

3 - C , e però da Ezdyc ; ddx =

Jº–

e Xzzdy - zddy - dydz, ma dx è coſtante, dunque

zzdy” - zddy - dzdy = o, e però ddy =– zzdy”–dzdy.

Soſtituiti adunque nell'equazione i valori di se, e di dx,

averemo 2azzdy' - azdyddy = 2zdy'+ 2dyddy, e poſto il

valore di ddy, 2azzdy' - azdy X F zzdy Fdzay =
2

2zdy'+ 2dy X – zzdy –dzdy, cioè dividendo per dy”,

2

az' dy –azdz = - 2dz, o ſia adv = azdz– 2dz, ed in
-

–

tegrando, ay = – -i- È , e finalmente reſtituendo il

- - ſzdy

valore di z dato dalla ſuppoſizione fatta di x = c 9

cioè z = dx, averemo l'equazione ridotta

redy

aydx = xxdy'-axdxdy.
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58. Riſpetto al ſecondo caſo, ſia l'equazione cano

nica Px m dyn + 1 - Qx m - º dx ndym - n + 1 = dx m - ddx,

in cui ſia coſtante dy , e P, Q ſieno funzioni qua

lunque di y. -

Pongo, come ſopra, x = cº, e però da - cºdu,

ddx = c º ddu - cº duº. Fatte le ſoſtituzioni nell'equazio

ne canonica , averemo Pdym + º - Q duºdym - º t- 1 -

du º + 1 + duº- i ddu, la quale, per non contenere la

u, è ſoggetta al canone del num. 49. -

Pongo adunque du - zdy, quindi eſſendo coſtante

dy, ſarà dau = dzdy, e però fatte le ſoſtituzioni, avremo

Pdym - - Qzºdym + 1=zº - dym + º - zº- i dyndz, e

dividendo per dyº, Pdy - Qzºdy = zº+ i dy - zºT . dz,

equazione del primo grado, la quale potevaſi in un ſol

ſady

colpo ridurre ponendo , come ſopra, e E e -

E s E M PI o.

Sia l'equazione 2dxdy = addx – yddx, in cui ſia .

ſady

coſtante dy. Pongo adunque e E e, quindi dx =

ſzdy ſº–

zdy X c , ddx = c Xzzdy - zddy - dºdz ; ma -

ſi
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ſi ſuppone coſtante dg , dunque ddy = o , e però ddx =

ſady

c Xzzdyº + dzdy. Fatte pertanto nella propoſta equa

zione le ſoſtituzioni, avremo 22dy” = azzdy” - adzdy –

zzydy” – ydydz, e dividendo per dy, 2zdy = azzdy -

adz – zzydy – ydz, equazione differenziale del primo

grado. -

Per paſſare alla integrazione, divido l'equazione ,

per az – yz , onde ſia 2dy = zdy + dz , o pure ,

a –y z

2dy – dz = zdy, quindi facendo uſo del metodo del

a–y z

num. 24. , ſe così piace , ed integrando , averemo

- I = – 1 - m , e finalmente reſtituendo

-2 a– y -

a – y X z

il valore di z - dx , averemo l'equazione ridotta .

acdy

ydx + xdy = adx, traſcurando la coſtante m aggiunta nell'

integrazione.

'A ſervito queſt'eſempio per l'applicazione del me

todo, per altro erano ſuperflue tante operazioni, men

tre l'equazione 2d.xdy = addx – yddx ſi riduce in un .

batter d'occhio, traſportando il termine yddx , e ſcri

vendo 2dxdy + yddx = addx , poichè eſſendo coſtan

te
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º

º

te dy, l'integrale del primo membro è pax - xdy, co

me è chiaro. - - -

52. Oltre a ciò, che è ſtato detto intorno alle .

equazioni differenzio-differenziali, nelle quali neſſuna .

prima fuſione ſia ſtata preſa coſtante, ſi può aggiun

gere un'altro metodo più univerſale, il quale ſerve per

tutte quelle, che ſono compreſe ſotto la formola cano

nica zini- dx”ddx - da dr" - = dy" ddy, in cui la z

è in qualunque modo data per le funzioni di x , e ,

di y. · -
- --

Per ridurre queſta , ſi determini per coſtante la .

fluſſione da , e ſia pure la q in qualunque modo data

q . -

per le funzioni di x, e di y; indi ſi ponga dx = dp .

i a

Poichè dx è coſtante , ſarà differenziando, qadx -

q - -

dxda = o, cioè dax = dxdg, o ſia, poſto in luogo di

- - - º : : q - - i -

dx il valore dp, dix = daip . In oltre ſi ponga

q - - - - - - - - - - - - - - - -

dy = udp, e preſe le ſeconde differenze nell'ipoteſi di

dp coſtante, per eſſer eguale alla coſtante da , ſarà
- i -7- ,

ddy = dadp. Surrogati adunque nell'equazione canonica

i valori così determinati in luogo di dx, ddx, dy,

- bbb . . . . e
-
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e ddy , averemo l'equazione zºº- qºdgdp"rº -

um - . dzdpn - * = umdudpm - , e dividendo per dp" º ,

-

- - -- - - r . -

- - , C, i ; º, ( - - l . . . . 2 -

ſarà zºº- q"da - uº: dz z un du , o ſia q" da =
; - – ,i , - e iº , i º

zu du – un - da , ed integrando, quº-º - g = -
r----- – - - - - - -

z m - a - - - - - - m + 1 - - -

-

- -- - - - - - - - - - - n i 1
u” - , e però uzzxq" - - m - ixgº e

777 +- I X 2 m +- I - - - - -

Ma u = dy = ady, adunque qiy = i

dp dx - - dx

-

-

-.

-

. . . - - , -

z x qn + º - mi i x g” º “, equazione ridotta alle .

prime differenze. - - -

e - - l e i - a -

6o. Intorno a queſt'ultima equazione è da oſſer

varſi, che ſe la quantità z ſarà in tal modo data per X,

e per y, che poſſa aſſegnarſi alla quantità q un valor

tale, dato pure per x, e per y, onde in eſſa equa

zione fieno ſeparabili le indeterminate, e però coſtrui

bile, o algebraicamente, o almeno per le quadrati

re, averemo la curva, da cui dipende l'equazione,

differenzio-differenziale. E perchè molti poſſono eſſere

i valori da aſſegnarſi alla a, molte potranno eſſere le.

curve, e ciaſcun valore della q. ci ſomminiſtrerà una.

diverſa curva o traſcendente, º algebraica, la quale,

ſoddisfa alla queſtione - Sia
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ri

o

º Sia l'equazione

º"Zydadda -2aardard» - aazdy = aadyddr. i
a : i ey -- - - -

Riferendo queſta alla canonica, farà mer, z= esey,

&ld

e però la ridotta ai, = ºsyX qaragº,

. E a

Prendo la q= x ; ſarà xdy = xxy v xx -2gg, cioè
» . . - Tav dal -

aady = xdx V xx + 2gg, il di cui integrale dipende in

parte dalla quadratura dell'iperbola, e la curva ſarà tra

ſcendente. - -

at. Nel fare paſſaggio dalle prime alle ſeconde

differenze, o non ſi aſſume fluſſione alcuna per coſtan

te, o ſi aſſume quella, che più ſi vuole, come è ſta

to detto; quindi nel ricercare le ſommatorie delle for

mole del ſecondo grado, poichè ſi ſa qual partito ſia .

ſtato preſo, ſi ſa altresì come governarſi, e ne ſono ſta

te ſpiegate le regole.

Ma vi ſono infiniti Problemi, che portano alle .

ſeconde differenze ſenza, che ſi ſappia quali coſtanti

involvano le formole indi naſcenti. Accade tal volta -,

che all'eſpreſſione analitica arrivare non ſi poſſa ſenza .

valerſi delle coſtanti, e ſuccede altresì talora, che l'e

b bb 2. qua
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quazione ſi ſviluppi ſenza ricorrere alle coſtanti. Queſti

due caſi adunque devono eſſere eſaminati, e deveſi pro

curare qualche criterio per diſtinguere l'uno dall'altro. E

perchè meglio di ogni altra coſa poſſono ſervire gli Efem

pj, prendo il ſeguente. -

Si dimanda una curva tale, che la di lei aſfiſſa .

elevata a qual ſi ſia dignità ſia direttamente, come la

ſeconda differenza dell'ordinata, e reciprocamente co

me la ſeconda differenza dell'aſſiſſa medeſima . Avere

mo dunque l'analogia x", ddy :: a , b; e per conſe

i - - iddx

guenza l'equazione breº ddx = addy. In queſta equazio

ne oſſervo ambe le differenze ſeconde dell'aſſiſa, e ,

dell'ordinata; ma non ſo, quale coſtante ſia ſtata aſſun

ta, o ſe non ſiaſi aſſunta coſtante alcuna, e perciò non

ſo la ſtrada, per cui incamminarmi: º , . .

Nel caſo della premeſſa equazione dico, che neſſu

na curva fra le poſſibili ſoddisfa al Problema, mentre ,

ſi faccia paſſaggio dalle prime alle ſeconde differenze

ſenza valerſi delle coſtanti. All'oppoſto, determinate le

coſtanti, ſi ritroveranno le curve, che adempiono le ,

condizioni del Problema, ma infinite di numero, e

differenti di natura, ſiccome quelle, che variano al mu

tarſi della coſtante arbitraria, che ſi aſſume.

Per diſtinguere l'una dall'altra ſpezie di queſte equa

zioni
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:

.

;

zioni ſi può far uſo della maniera, o canone, che naſcerà

da ſeguenti eſempi, e ſervirà in tutti que caſi, nei quali

il calcolo integrale non ci abbandona.

E S E M P I O I.

Venga propoſta l'equazione -

zº - da "dda - dz xdy" - =dy” ddy; dico eſſere que
- - - 2 -

ſta una di quelle tali formole, alle quali ſi può giugne

re ſenza pigliare quantità alcuna in figura di coſtante .

La variabile z ſia data in qualunque modo per x, ed y .

La dimoſtrazione ſi renderà generale, per quanto ſi

può, pigliando come coſtante la fuſione dx, in cui qè

- q -

una funzione di x, ed y in qualunque modo combina

te. Pongo per tanto da Edp, e giacchè il primo mem

q -

bro di queſta equazione è coſtante, ſarà tale anche il ſe

condo dp; per lo che eſſendo dx = qdp, ſe ſi paſſi alle

ſeconde differenze, ſarà dax = dgdp.

Appreſſo facciaſi dy= udp, e preſe le ſeconde diffe

renze nell'ipoteſi di dp coſtante , averaſſi ddy = dudp .

Quindi ſurrogati nella equazione principale i valori così

de
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determinati , naſcerà l'equazione zºº qndqdpºº º -

um - . dzdpm - = un dudpºº , e dividendo per dpº - ,

2.

naſcerà l'equazione libera dall'incognita p., e dalle ſue fun

zioni, cioè zin - q"da -u" - . dz = uºdu . Sommandº
2

adunque, per le ſpiegate regole, non ommeſſa l'addizione

della coſtante g, q” + º - g F u m + 1 , la qua

- 772 +- I m + 1 x zm -

le equazione ci dà uzz Xa”- º gnº-s mº- . E poichè

dy=udp =udx, fatte le opportunº ſoſtituzioni, ci ſi preſen

ta l'equazione al più ſemplice ſtato ridotta, cioè

I

. dy = ziz X qº + º - gm Fg m+ , il che ec.

4

Dalla premeſſa maniera d'operare ſi deducono i ſe

guenti Corollari.

I. Se determinata la grandezza z, l'ultima equa

zione ſi coſtruirà, almeno per le quadrature, mentre ciò

poſſa eſeguirſi è manifeſto, che infinite curve riſpondono

alla noſtra formola, le quali cangiano natura alla mutazio

ne della fuſione coſtante aſſunta da , ed ogni valore della

q -

quan
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quantità q ci ſomminiſtra una nuova equazione locale o al

gebraica, o traſcendente.

II. Benchè alterato il valore della ſpezie q., naſcano

curve diverſe, certo è però, che ſe pongaſi la coſtante

aggiunta gro, averaſſi ſempre l'equazione dy=zdx. In

queſto caſo nulla rileva, quale differenza dx ſiaſi preſa per

coſtante; concioſiacchè collo ſparire esi data g, anche

la variabile q ſi dilegua.

III. Ed ecco il ſegno, onde ſi conoſce, che alla no

ſtra equazione primaria ſi perviene ſenza aſſumere coſtan

te fluſſione alcuna, e che in tale ſuppoſizione la ſua ſom

matoria ſi è zdx = dy. Di fatto richiamata ſotto gli occhi

la noſtra eſpreſſione zº - dx º ddx + dz X dym + º –

- º
-

dy º ddy = o, e di bel nuovo differenziando l'integrale

zdx = dy, ſenza aſſumere alcuna coſtante, onde ſi abbia .

zddx - dzdx = ddy, ſe con il mezzo di queſte due ultime

equazioni faraſſi ſvanire nella formola principale, prima .

la dy, poſcia la dx con le loro funzioni, ſi ſcoprirà

zº - 1 dx m ddx +-z º dzdx º +- –zº dx ºdix-zºdzdzººzo,

dym ddy –dzdy"+ º - da drºº -dy”ddy=o.

º º . . . i

IV, Maneggiata la formola primaria, come ſopra -,

ed eſſendoſi ritrovata l'equazione ridotta al primo grado,

cioè
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cioè d»zzazXa" - - gm +g TFi, ſi dovrebbe fare

T - -

tranſito alle integrazioni, le quali alle volte ſono ſuperiori

alla noſtra induſtria, ſecondo i vari valori dell'eſponente

m della frazione z data per x, e per y, e della quantº

dx, che ſi piglia per coſtante. Comunque vada la facen

q

da, determinati in infiniti caſi particolari i predetti valo

ri, e ſcoperta l'equazione locale della curva in termini fi

niti, quando ſi paſſi alle prime, indi alle ſeconde differen

ze, tenuta ferma la coſtante da , ci ſi preſenterà la noſtra -

q

formola principale. Ma mutata coſtante, altre, ed altre

formole ſi troveranno. Non mi fermo di più, perchè ciò

è manifeſto tornando indietro per le veſtigia dell'Analiſi.

V. Interviene lo ſteſſo, tolta per coſtante la prima

fuſione dy ; concioſiacchè fatta l'operazione a norma -

q -

del metodo, la quale io tralaſcio per brevità, arrive

1

raſſi all'equazione ridotta da F dv-dy Xmg + g mFi ,

2 a

in cui parimente ſi noti, che fatta g E o, torna a re

ſtituirſi l'equazione da F dy eſpreſſa per le prime diffe

2: -.

reI)Ze »

- º

- VI.
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a

VI. Adoperate alcune limitazioni più ſemplici ,

cioè m = 1, z = xx, e q = x, ſe ſi farà uſo della

coſtante da , come nel Corollario IV. , la formola

- Ta

dy = zdx X q” - -gm -g º + º ſi muta nella ſe

q -

guente dr - xdx V xx -2g, la quale ammette integra

zione analitica. Fatto poi uſo della eſpreſſione contenu

-

ta nel Corollario V. dx = dy – dy X mg Fg º Fi na

2. q -

ſcente dalla coſtante aſſunta dy, tenute ferme le mede

q

ſime limitazioni di m = 1, z = xx, e q = x, riſulta ,

l'eſpreſſione exdx = dy, che ſenza l'aiuto de lo
-

I – x' V 2g

garitmi non è ſommabile, ed in conſeguenza ci dà cur

ve traſcendenti .

Egli è adunque manifeſto, che alla formola diffe

renziale del ſecondo ordine zºº- dx º ddx - dzdym + E
2

dym ddy ſi poteva arrivare ſenza prendere alcuna coſtan

te, nel qual caſo a luogo l'integrale zdx = dy; ovvero

fiſſando per coſtanti, a cagion d'eſempio, le fluſſioni

dx, dy, ed allora ci ſi fanno avanti le ſommatorie - ,

q - 7 -

- C C C che
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-

che in tali ſuppoſizioni ſi ſono ritrovate.

E S E M P I O I I.

Abbiaſi l'equazione x º ddx = ddy - dy*. Dico, che

ad eſſa non ſi può arrivare, ſenza prendere una qual

che coſtante, ſalvo l'unico caſo, in cui ſia m = – 1 .

Per vederlo chiaramente: maneggio la formola nel ſeguen

te modo. -

Primieramente prendo per coſtante da , e però

ddx = o, dunque – ddy = dy, ed integrando ldº Ey 9

d dy
ay -

ovvero da - cº . Pongaſi cº = z , ſarà Vlc = l z , e ,

7 -

però dy = dz, e ſoſtituendo in luogo di dy queſto va

- ai -

lore, avraſſi zdx = cy, ma cy = z, dunque dx = dz, ed

d2 -

se = z = cº ; e però da Edy, equazione alla logarit
º

mica,

Secondariamente mi faccio ad inveſtigare, coſa .

ſucceda nell'ipoteſi di un'altra coſtante, per eſempio

dy, e però ddy = o . Pongo dx = sdy - cdy; la s è una

nuova variabile, e la e una quantità data. M'inoltro

alle
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alle ſeconde differenze, ſarà dis - dsdy, e fatta la ſoſtitu

zione, x” dsdy = dy”, o ſia x” ds = dy; ma dy = dx ,

- S +- C

dunque sds - cds = x- º dx, e ſommando, ommeſſa -

l'aggiunta della coſtante, ss - cs = x - ºt . , ovvero
-

2. – f/3 -- I

S +- C -Vºi + cc. Ma dx = s + c X dy =

– 772 -- I

dyyº:- iº dx z dy.

– 77 -- I - Vistrºº

Fm 1

- Proſeguiſco , e cerco , ſe ſtia per avventura naſco

ſta ſotto l'ultima formola la logaritmica, che eſſendoſi

di ſopra ritrovata nell'ipoteſi della coſtante dx, può eſſe

re, che abbia luogo anche nell'altra ſuppoſizione della

coſtante dy. Fatta c = o, è d'uopo, che ſi verifichi l'u
-

-

- - -

guaglianza Vºi = x , o pure 2x - m + 1 =

–m +- I

– m - 1 X xx. E perchè ſtia ſalda l'egualità, la ſteſſa

quantità – m - 1 deve eſſere, tanto nel coefficiente,

quanto nell'eſponente, - 2 ; onde ne ſegue , che ciò

s'ottiene, determinato l'indice m = – I .

CC C 2 Nella
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Nella formola adunque a º ddx = ddy - dy”, limi

tando il valore dell'eſponente m = – 1, ſi perviene

all'equazione differenziale del ſecondo grado ſenza aſſu

mere coſtante, la di cui ſommatoria è l'eſpreſſione lo

garitmica dx = dy. In ogni altro caſo non ſi può otte

º

nere la premeſſa eſpreſſione, ſe non fiſſando qualche ,

grandezza infiniteſima del primo ordine, ſiccome co

ſtante.
- - -

E S E M P I O I I I.

Rimane, che ſi proponga per ultimo una equazio

ne differenziale dell'altra claſſe, a cui non ſi poſſa mai -

giungere ſenza aſſumere una coſtante.

Ripiglio il Problema : Coſtruire una curva, in cui

qualſivoglia dignità dell'aſſiſa ſtia in ragione diretta della

ſeconda fluſſione dell'ordinata, ed inverſa della ſeconda ,

fluſſione dell'aſſiſſa.

L'equazione è breº ddx = addy. Facciaſi da - qdp,

dy = udp; e praticate le operazioni, come nell'Eſempio

primo, averemo, preſe le ſeconde differenze, ddx =

dpdq, ddy = dudp, e ſurrogati i valori, bseº dg - adu,

c
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e ſommando ſ bx "da = autg. Ma dº = udp = air,

q

dunque dy = dx ſx” da i- gdx. In queſto caſo, fatta

- q q -

g= o, qual ſi ſia valore della ſpezie q ci dà una curva -

differente, ſe pure non ſi poneſſe l'eſponente m = o ,

con che ſi diſtrugge l'ipoteſi, e ſi cangia problema ..

Lo ſteſſo dicaſi , fatta coſtante la frazione d) , e da ciò

q

ſi conchiuda, non eſſer poſſibile un'equazione differen

ziale del primo grado, che ſenza il benefizio della co

ſtante reſtituiſca la noſtra formola, quando di bel nuo

vo venga differenziata; concioſiacchè, ſe vi foſſe, ave

rebbe a manifeſtarſi in qualunque aſſunzione di coſtante,

e pure l'analiſi ci dimoſtra il contrario.

PR O B L E M A I. -

62. Dato il raggio oſculatore in qual ſi ſia modo per

l'ordinata dalla curva , ritrovare la curva.

Siccome, data la curva, il ritrovare il di lei rag

gio oſculatore ſi chiama il problema, o metodo diretto

de raggi oſculatori , di cui ſi è trattato al Capo V.

del
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del Libro ſecondo; così, dato il raggio oſculatore ,

ritrovare, quale ſia la curva, a cui egli appartiene, ſi

chiama il problema inverſo de raggi oſculatori. Sia -

pertanto il raggio oſculatore = r dato in qualſivoglia .

modo per la ordinata ) della curva; preſa quella, che

ſi vuole, delle formole de raggi oſculatori per le curve

in primo luogo riferite al fuoco, per eſempio

pdsº , in cui da è coſtante, e la ds è
dxds” – ydxddy e -

l'elemento della curva, averemo l'equazione e

r . vds º , o pure eſſendo ds = dx - d)*,

dxds” – ydxddy -

e dsdds = dyddy, perchè dx è coſtante » 7 –

- ydyds” - -

dxdyds –ydxdds

Per ridurre queſta equazione mi ſervo del metodo

del num. 49. , e però pongo ds =pdx , onde dasz dpdx,

quindi fatte le ſoſtituzioni nell'equazione, ſarà rie

ppydy º ſia pºv-ydp = ydy, e però integrando,

-

pdy –ydp pp. r

giacchè rè data per y, y =ſso it b, ma

- - - p r - -

p = ds = º da + dy , dunque la curva ſa

dx dx - - -

. -

-

Tal
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V dx + dy*. -

rà ydº - =ſsi, r b; equazione ridotta alle pri

-

me differenze, perchè eſſendo r data per y, l'integra
- - -

-
-

-
- - -

-

leſydy ſi potrà ſempre avere , almeno traſcendente

r - - -

Imente ,

In altro modo . .

Scrivo l'equazione ri- yds” così :

dxds” – ydxddy

yds” = dxds” – ydxddy, indi dal punto B , ( Fig. 8. )

da cui partono le ordinate BE della ricercata curva .

A E C, conduco normale ad E B la B F terminata al

raggio oſculatore E Q, e chiamate BF = p, EF = q,

per le note formole della normale, e ſottonormale ,

ſarà q = yds, p = ydv, o ſia dy = pdx , e differenzian

da dx ,

do nell'ipoteſi di dx coſtante, day = ydpdx –pdxdy, e

ſyy

fatta la ſoſtituzione nell'equazione principale, farà

gds = dxds - dpds - pdv d' , ma ds = qdx, dunque

gr y y

q' dx = qadx – yydp - pydy, ed eſſendo dx = ydy,

r p

- ſarà
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ſarà q” dy = qqdy - ppdy –ypdp. Ma, per l'angolo retto

r .

E BF, è pp = qq –yy, e pdp = qdq –ydy, quindi fatta

la ſoſtituzione, ſi averà qady = 2qdy – ydq, e moltipli

- r

cando per y, indi dividendo per qa, ſarà pay =

r

-

2qydy – yydq, ed integrando,ſ ydy E b = yy , ma

qq pº 4

q = yds, dunque ſia, it h = ydx -

dx r vd. dy” -

Più ſemplicemente ancora, sfuggendo le ſeconde

differenze, ſi potrà fare così: -

Preſo l'archetto infiniteſimo EC, ſia cED la cor

da prodotta, a cui ſia normale BD, ſe ora ſi chiami

B D = p, per le coſe dette al numero 115. del Capo V.

del ſecondo Libro, QE, cioè r = ydy, e però vi» - dp,

- dp - r

ed integrando, per eſſere rdata per y,ſydyit h=p;

ma nello ſteſſo citato luogo pre pda - , dun

dx + dy”

que



ANALITICHE LIB. IV. 1oo5

- º ſºst- 5 dx

dx - dy”

Sia r = y v aa - bb, adunque ſarà
b -

bdy it h = ydx , ed integrando attual

vaa -bb dx - dy”

mente, ommeſſa per maggiore ſemplicità la coſtante

b , b = dx , e però bbdx - bbdyº. -
- -

l aa + bb l dx º +-dy º

aadx + bbdxº, cioè bay = adx, logaritmica ſpirale dell'

Eſempio V. num. 128. dello ſteſſo Capo V. Libro II.

In luogo del raggio Q E, ci venga dato in qualun

que modo per l'ordinata y il co-raggio HE, che chia

mo = z . Per la ſimilitudine de triangoli E B D ,

q E H, ſarà E B, B D :: QE, E H, cioè 5 , p :: ydy,

dp

z, e però z = pdy, o ſia dy = dp, ed integrando,

dp 2. p

ſg= =it si e' ºra ſi a h = dp, ed in

2. ſy p

tegrando, ivi in -i- / º , cioè 9 = pm ; ma p =

b b

ſydx , dunque b V dx º + dy” = mdx, e pe

V dx º + dy”

dd d - rò
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rò bdy = dx vm-bº, logaritmica ſpirale, e la ſteſſa

della citata di ſopra, quando ſia b = b, m = Vaa - bb.

s3. Per le curve riferite all'aſſe la formola del

raggio oſculatore è di poſta dx coſtante , e

– dxddy -

però l'equazione ra di

–dxddy

Pongo dy = qdx, e però day = dadº, onde fatte

–i

le ſoſtituzioni, ra dx -dy” º, e poſto il valore dy in

–dx dg q

i

luogo di dx, r = dy X i r11 . » cioè d» - - ada ,

– qdq pº – º

1 - qq *

ed integrando, ſi = b = 1 , ma a F. d) ,

- p . V I + qq dx

dunqueſ dy + b = dº

e V r V dx º + dy” .

º
Sia r = 4y - aa º , adunque ſarà

2a4

ſ 2aady E h = dx , ed integrando attual

º v dx - dy”

-

4yy + aa

mente,



ANALITICHE LIB. IV. - ioo7

mente, ommeſſa la coſtante h , 2y t

A l 4yy +- allº

dx. , cioè 2)dy = adx, ed integrando, Vy=ax,

V dx º - dy”

parabola dell' Eſempio primo num. 122. dello ſteſſo

Capo V. Libro II.

In luogo del raggio, ci venga dato il co-raggio,

che chiamo - z, la di cui formola , ſuppoſta dx co

ſtante, è da - dy” . Dunque da +-dy” = z, e poſta .

-diy –ddy

dy = qix, ddy = dadx, e fatte le ſoſtituzioni de valori

di day, e di dx, ſarà di x F77 = z, cioè di -

–qiq 2e

– qdq , ed integrando , ſdy + b = – l V 1 - qa,

I + qq - 2

quindi ſe la z, cioè il co-raggio ſarà in tal modo da

to per y, che ſ dy ſia logaritmico, avremo l'equazio

- - 2

ne differenziale del primo grado eſpreſſa nella ſolita .

ordinaria maniera, in altro caſo ſarà eſpreſſa con quaſi

tità logaritmiche.

Sia z = 4yº - aay, averemo l'equazione

da

ſ aady th = - l V I + qq , ed integrando attual

4yº + aay

dd d 2 mente o
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mente , ommeſſa la coſtante h , l ſy -

V» - aa
4

= 1 , e poſto ill I » C però ſyy

ſyy + aa I + qq
V I +- qq

4 -

valore di q., 2ydy = adx, ed integrando, yy = ax, la pa

rabola ſopra citata .

64. Il raggio oſculatore , o co-raggio ſia in ſe

condo luogo dato in qualſivoglia modo per l'aſſiſſa e,

egli è chiaro, che in queſto caſo non poſſono ſervire

le riduzioni avute nel primo , poichè le ſommatorie ,

ſi ſi non ſi averanno mai, ſe r, e z ſieno da
r 2

te per x .

Preſa adunque la formola del raggio oſculatore in

3

cui è coſtante da , cioè da - dy” º per le curve rife

–dxddy

rite all'aſſe (giacchè in quelle riferite al fuoco il rag

gio, o co-raggio non può eſſer dato per l'aſſiſſà) ſarà

–i -

r- dx + dy º ; e però iſteſſamente, come ſopra, pon

–dxddy

gody = qdx, onde ddy = dada, dy = qqdxº, e fatte le

ſoſti
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ſoſtituzioni, ra dx - qadx ” , cioè dº F - da ,

– dx º da r i

1 - qq *

-

I

- -

ed integrando,ſ dx e b = –q , equazione ri

r

- s I +-qq

dotta alle prime differenze, perchè eſſendo rdata per

a , la ſommatoriaſ dx ſi potrà ſempre avere, almeno

pr -

traſcendentemente. E poſto il valore di 4,ſdv t b =

– dy

V dx - dy”

Sia ri 2 vaaa-2ax; adunque ſaràſ dx

2 v 4aa-2ax

st- b = – dy , ed integrando attualmente, ommeſ

v dx dy”

fa la coſtante b, – V4aa- 2ax = - dy º

- - 2,4 v dx - dy”

quadrando, e riducendo al comune denominatore ,

4aadx – 2axdx - 2axdy = o , cioè dy= dx V 2, Fx,

equazione alla cicloide del num. 131, Capo V. Li

bro II.

In
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In luogo del raggio, ci venga dato il co-raggio.

Dunque z = dx + dy , e poſta iſteſſamente dy = qdx ,

onde ddy = dadx, dy* = qqdxº, e fatte le ſoſtituzioni

in luogo di ddy, e di dyº, ſarà zz dx +-qadx , cioè

- Taqdx

dx = - da , ed inesº ſi º º=ſ=i ;

2. i +- qq a + 14

ma l'integrale dell'omogeneo di comparazione è arco

di circolo; dunque ſe il co-raggio ſarà in tal modo

dato, che anche ſ dx ſia arco circolare, e queſti archi

2

ſi corriſpondano come numero a numero, avremo l'e

quazione ridotta alle prime differenze, ed eſpreſſa in

quantità ordinarie.

Sia z = 2 v 2ax – xx, adunque ſarà

ſ–º– ſ –da ; ma l'integrale del pri

2 A 2a x – x X? I + qq

mo membro è l'arco di circolo, la di cui tangente ,

ſia v 2ax-xx , e del ſecondo è l'arco di circolo, la

3. -

di cui tangente ſia q . dunque ſarà º 2ax –xx=q= dy,
3g dx

e però dr - dx V 2a - x , equazione alla ſteſſa cicloide.

de

PRO
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PR O B L E M A II.

65. Dato il raggio oſculatore in qualunque modo per

la curva riferita all'aſſe, ritrovare la curva ſteſſa.

La formola del raggio oſculatore , poſto coſtante

ds (elemento della curva) ſi è dxds , e però ſarà l'e

day

quazione ra: dxds . Chiamo i la tangente della curva,

day

e p la ſottotangente ; ſarà Vds = t, e differenziando

dy

nell'ipoteſi di ds coſtante, dt = dy” ds – ydsddy, cioè

- dy”

ddy = dy” ds – dy” dt, onde fatta la ſoſtituzione, ſarà

ſyds

r = ydxds Ma poichè ſi è p = ydz, et = yds,

dy” ds– dy” dt - dy dy

ſarà dx = pdy, ds = tdy ; onde ſoſtituiti queſti valori

ſy ſy

nella equazione ſuperiore, ſi averà r = ptds

- - tdy – ydt

IIl2



I O i 2 INSTITUZIONI

ma p = v Ty, dunque raz tds Vtt - 9 » cioè

- tdy – ydt

ds = tdy –ydt .

r tv tt –yy

Il primo membro di queſt'ultima equazione è in

noſtra mano, almeno traſcendentemente, poichè re

una funzione di s; nel ſecondo poi facilmente ſi ſepa

rano le indeterminate, ſe ſi faccia a F y , con che
t

averaſſi la ſempliciſſima equazione ds = da -
- r

V 1 – qq

se nella formola r = ptds in luogo di e ſi

tdy – ydt

aveſſe preſo il valore Vpp + yy , averebbeſi ritrovato

r = pp yy x ds, e fatta v = z, l'equazione Pure ſem

pdy – ydp p

pliciſſima ds = dz

r I + 2,2

Le due quantità differenziali dq , dz ſo

I + 2,2

1 – qq

no l'eſpreſſione dell'elemento d'arco di circolo; quindi

ſe l'integraleſ ds ſarà algebraico, o pure dipenderà

da'
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da logaritmi, o da quadrature più alte, la rettificazio

ne delle ricercate curve, ed il valore del raggio oſcu

latore ſupporrà la quadratura del circolo; ma all'oppo

ſto potrà l'uno, e l'altro eſſer algebraico, ſe l'integrale

ds convenga con una formola d'arco circolare.
-

r

Ritenuta una delle due equazioni, per eſempio,

la ſeconda ds = dx ; poichè ds = tdy z dy V pp - yy,
-

r I +- Z2 y ſy

e p = v , ſarà di - di v 1 - zz, onde poſto queſto
2, 2

valore nell'equazione, averaſſi dy = rzdz

I +- 22, lº I -- 2,2

Eſſendo ds = dy v 1 - zz , ſarà anche ds”, cioè

- 2

dx” - dy* = dy - zzay”, e però da - dy.

22 2

Il dato raggio oſculatore rſia = 1 - ss ; l'equa

zione dz = ds ſi muterà in queſta dz = ds ,

1 zz r I -- 22 I -- SS

da cui ſi ricava z = s, e però ra: 1 +-zz . Pongo que

ſto valore nella equazione dy = rzdz , c

1 - zz vi - zz

ſarà dy = zdz ; ed integrando, ommeſſa la co

-

c e e ſtante,



I o I 4 INSTITUZIONI

ſtante, y = v 1 - zz, quindi zz Vyy - i

perchè è ritenuto da E dy , ſarà finalmente da F

2 -

dy , equazione della ricercata curva nella ſuppo

Adunque

yy – 1

ſizione aſſunta del raggio oſculatore. La coſtruziº

dipende dalla quadratura dell'iperbola.

Prendo la formola del raggio oſculatore ds =

dsddy – dydds, in cui neſſuna fuſione prima è coſtan

dxds

te. Diſpongo l'equazione così i dy X ddy - dds F di .

- dx dy Td, r

L'integrale di ddy – dds ſi è l dy - lds, che pongo -
- dy ds

l p; dunque ſarà div – dds = dp, e dy Fp , º però ſa

- - , 7

rà l'equazione ds = dy X dp ; ma p = dy , e dy =

- I: - 7- pp

ds = dx - dy', dunque da Edy v . - pp ; e ſoſti

- P

tuendo queſto valore, ſarà di F dp , equazione

v 1 – pp

in cui ſono ſeparate le variabili, e che per conſeguen

za può trattarſi con la maniera di ſopra uſata.
- -

-

Sia
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Sia la formola del raggio oſculatore ds = – dydds,

- dsdx

in cui è coſtante dy. Pongo ds = qdy, e però dds =

dady, dunque ds = – dy da ; ma ds = dx + dy =

i dsdx

qqly” , onde ricavaſi dx = dy v qq – 1 , e dxds =

qdy V qq– 1. Fatta pertanto queſta ſoſtituzione, farà

ds = – da

r -

ava

Sia finalmente la formola del raggio oſculatore ,

ds = –dxddy, in cui è coſtante da . Pongo z = dx ,

7 Tds. dy

e però dz = –dxddy ; dunque ds = dy” dz, ma dx =

dy” - , Td,

zdy, e ds = dx” - dy” = zzdy” - dy” , quindi ds =

-

–

dz

I +- 2,2

In qualunque modo adunque ſi operi, l'integrale ,

ſ ds ſarà ſempre riferito alla rettificazione, o quadra

tura del circolo .

Sia dato in qualunque maniera per la curva il

co- raggio, che chiamo - u . Prendo una delle tre for

C C C 2 IllO
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S.

mole ſuperiori, per eſempio quella , in cui è ſtata .

preſa coſtante dy, cioè ds = – dg , dove è ſtato

q l qq– I -

poſto ds = qdy. Sarà il raggio ra uds, e poſto queſto
dx

valore nella formola, averemo ds = – dsdq s

qdx V qq- I

ma ds = qiy, e dx = dy v qa– 1, quindi fatte le ſoſti

tuzioni, ſarà di z – da ; ma u è data per s. adun

u qq – I

que ec.

Qui ſi oſſervi, che ſiccome la ſommatoriaſds è
r

eguale all'eſpreſſione d'arco circolare, così l'altra ſom

matoriaſ ds viene riferita alla quadratura dell'iperbo

tº -

la, o ſia a logaritmi.

66. Con ſimili, o poco diverſi artifizi e maniere

ſi potranno ridurre a ſecondi differenziali molte equa

zioni, o formole eſpreſſe con differenziali terzi , quarti

ec. Ed in primo luogo il metodo del num. 49. ſi può

eſtendere (dentro certe limitazioni però alle equazio

ni differenziali del terzo ordine, del quarto, del quin

to ec., vale a dire ſi ridurranno ſempre al primo or

dine le equazioni del terzo , purchè l' una , e ,

l'altra
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l'altra delle variabili finite e, p in eſſe manchi; ſi ri

durranno quelle del quarto, purchè oltre l'una, e l'al

tra delle due variabili finite e, y, in eſſe manchi l'u

na, o l'altra delle prime fluſſioni da , dy con le riſpetti

ve funzioni; ſi ridurranno quelle del quinto, purchè in

eſſe manchino ambe le variabili finite, ed ambe le pri

me loro fluſſioni; quelle del ſeſto, purchè oltre tutto

ciò, manchi l'una, o l'altra delle fluſſioni ſeconde, e così

vadaſi diſcorrendo.

Sia l'equazione dxdddy - dx º ddy = dx º +-dy“, in .

cui è ſtata preſa coſtante da . Faccio al ſolito pdv = dy,

e però dpdx = ddy, ddpdx = dddy; fatte pertanto le ſo

ſtituzioni, ſi averà da ddp + dx º dp = dx º + dy*; ma .

dy* = pº dxº, dunque ſarà dap - dxdp = dx - pº dx º ,

equazione ridotta al ſecondo ordine. Pongo in oltre ,

qdx = dp, ritenendo per coſtante da , e però dgdx =

ddp, onde ſoſtituendo, ſarà da dx + dpdx = dx - pºdx ,

cioè da + dp = dx - p dx ; ma dx = dp , dunque -
q

dq -dp = dp - pºdp, equazione ridotta alle prime dif.

q 1

ferenze.

Sia l'equazione differenziale del quarto ordine ,

dº y - dxdddy – dx ddy = o , in cui ſia coſtante da .

Faccio adunque pdx = dy , e però di dx = ddy , e

ddpdx = ddly, e dddpdx = dº y; fatte però le ſoſtituzio

- ni,
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ni, ſi averà di ip - dxddp –dx dp = o, equazione, che

è il caſo del ſopra poſto eſempio, onde ſi ſa maneg

giare, e facilmente ſi ridurrà alle prime fuſioni.

Il metodo del num. 49. ritrovato già tempo fa -

dal Sig. Conte Jacopo Riccati prima d'ora mi era noto;

ma la qui ſopra poſta eſtenſione, ſiccome il problema

ſecondo inverſo de raggi oſculatori ora ſolamente gli

ô appreſi, che mi è venuto alle mani il ſecondo To

mo de commentari dello Inſtituto di Bologna; e cer

tamente troppo tardi per me, perchè ritrovandomi già

al termine dell'impreſſione di queſta mia fatica, non .

ſono più in tempo di prevalermi d'altre dottiſſime Diſ

ſertazioni, e del P. Vincenzo Riccati figlio del ſuddet

to Sig. Conte Jacopo, e del Sig. Gabriello Manfredi

ivi inſerite. Baſterà adunque averle indicate al Lettore,

acciò voglia trarne profitto. -

67. Veduta la ſuddetta eſtenſione del metodo del

num. 49. , paſſo ad altre equazioni, e ad altri ripieghi;

e però ſia l'equazione pdyddy =pdx dddy– 2pdxddxddy–

dpdx ddy, in cui la p è in qualunque modo data per

v, ed y, ed è ſtato preſo per coſtante l'elemento ds

della curva. Poichè ds è coſtante, ſarà dxddx =– dyddy,

onde ſoſtituito queſto valore in luogo di dxddx , ſarà

pdyddy” = pdx dddy + 2pdyddy”- dpdx ddy, cioè cancel

lato ciò, che ſi elide, dpdv ddy = pdyddy - pdx dddy,

O
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o ſia dp = dyddy + dddy, e poſto in luogo di dyddy

p dx º ddy

il valore - dxddx, ſarà dp = – ddx - dddy, e final

- p dx ddy

mente integrando con i logaritmi, i p = l ddy – l dx–

l ds, eſſendo ds coſtante, e però pre ddy , equazio

- dxds

ne ridotta alle ſeconde differenze. -

Sia l'equazione hdzdddx –3hddzddx –dhdzddx =o,

in cui la h è in qualunque modo data per se, e z . Si

finga la ſeguente equazione bºdz” ddx = ad una co

ſtante (le m, n , r ſono poteſtà incognite da de

terminarſi nel progreſſo ), dunque differenziando ,

ſarà rhºdz”ddx r- dddx - nbm ddx.rdz - ddz -

mhº - dhdz” ddx r = o, la quale diviſa per -

bm - I dz n - 1 dal x r- 1 ſi riduce ad eſſere rhdzdddx +

nhddxddz - mdhdzddx = o . Paragonata queſta equazione

termine per termine con la principale propoſta, ſi a

r = 1 , n = – 3, m = – 1 , adunque in vece dell'

equazione finta bºdz” ddx = ad una coſtante, avere

mo la vera ddx = ad una coſtante, che è l'integrale

Vidz

della propoſta.

Per via di logaritmi ancora ſi può ottenere la .

ſteſſa integrazione . Ripiglio l'equazione bazdddx –

3hddzddx – ahdzddx = o : divido per hdzddx , ſa

- Tal
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rà didz – 3ddz – db = o, ed integrando, l ddx –

Tds Tag TET

l dz” – l h = ad un logaritmo coſtante, dunque dda =

hdzº

ad una coſtante.

Finirò queſte Inſtituzioni con una avvertenza , ed

è, che deve l'accorto Analiſta procurare con tutta l'in

duſtria di ſcanſare nella ſoluzione de' Problemi le ſe

conde, e molto più le ulteriori fluſſioni per mezzo di

certi ripieghi, che naſcono opportunamente ſul fatto -

Tali artifici ſi vedono adoperati da illuſtri Matematici

ne Problemi delle Curve Elaſtiche , Catenarie , Vela

rie, in quello degl'Iſoperimetri, ed in altri, le ſolu

zioni de quali pubblicate sì negli Atti di Lipſia, come

in altre opere, ſi potranno leggere, a fine di acquiſta

re quella avvedutezza e deſtrezza, che è neceſſaria.
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