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Definizione: la dimensione di Kodaira x(X)
di una varieta proiettiva X e la massima di-
mensione dell'limmagine di X in PV tramite la
mappa razionale determinata dal sistema lin-
eare /mK/|, dove K e il divisore canonico e
m > 1, oppure —1 se |mK| = per ogni m > 1.

Esempio: sia (' una curva liscia di genere g.
Allora

o K(C) = -0 seesolose g=0

e x(C)=0seesoloseg=1

e x(C) =1 se esoloseg>2.



Esempio: siano C,D due curve lisce e § =
C x D. Allora

e Se C or D é razionale, allora k(S) = —o0

e Se C and D sono ellittiche, allora x(S) =0

e Se (C e ellittica e g(D) > 2, allora k(S) =1

e Se (' e D sono di genere g > 2, allora
k(S) = 2.

Definizione: Una superficie liscia S € una su-
perficie K3 se ¢ := hl(5,04) =0, K := Kg ~
0. In particolare, «k(S) = 0.



Esempi di superficie K3:

Lemma (Beauville, IV.11) Sia S ¢ P"t2 una
superficie intersezione completa di ipersuper-
ficie Hq,...,Hr di gradi dq,...,d,r rispettiva-
mente. Allora Og¢(Kg) = Og(>-d; — r — 3).

>.d;—r—3=0 con d; > 2 per ogni ¢z implica:
er=1edy =4
e r=2¢e (dy,dy) = (2,3)
o r=3¢e (dy,dr,d3) = (2,2,2).

Lemma (Beauville, VIII.9) Sia V C P" un’in-
tersezione completa di dimensione d. Allora
H*'(V,0Oy) =0 per 0 <i<d.

In generale: per ogni valore di g > 3 esistono
superficie K3 di grado 2g — 2 in PY.



C' curva liscia di genere g su S superficie K3
Riemann-Roch:

1 1
hO(S,05(C)) = x(0s)+5(C?~C.K) = 2+ -C*

( h1(S,05(C)) = h'(S,05(-C)) =0
segue da 0 — Og(—C) - Og — O — 0 )

Aggiunzione:

wo = Og(K +C))c = O5(C0) ¢
Conseguenze:
C?=2g—2e h(5,05(C)) =g+1
Il sistema lineare |C| su S taglia su C la serie
canonica, in particolare |C| definisce un mor-
fismo ¢ : S — P9 la cui restrizione a C e il

morfismo canonico C — P9—1.

Se (' non e iperellittica allora ¢ € birazionale.



Problema: determinare per quali valori di g
una curva canonica generale di genere g > 3 in
P9—1 & sezione iperpiana di una superficie K3
liscia in PY.

Fqg={(S,L) : S superficie K3 liscia,

L fibrato in rette molto ampio di grado
2g — 2 su S}/isomorfismo

dimFy = 19

RO(P3, Ops(4)) = (*53),dim PGL(4) = 15
Py ={(S,C) : S superficie K3 liscia,

C' curva liscia di genere g tale che

(‘97 OS(C)) c fg}/isomorﬁsmo

Mg = {C : C curva liscia di genere g}/iso

dim My =3g— 3



Condizione necessaria affinché |la proiezione

W:Pg — Mg
(5,0) — [C]
Ssia dominante € 194+g > 3g—3, ovvero g < 11.

Teorema:

(i) Mori e Mukai, 1983: se g = 11 allora & &
dominante.

(ii) Mukai, 1987: se g < 9 allora w € dominante,
ma se g = 10 allora m non & dominante.

Due approcci:

Mukai, 1987: esiste una varieta omogenea X =
G/P c PV di dimensione 5 tale che la gene-
rica superficie K3 polarizzata da una curva di
genere 10 si ottiene tagliando X con un gene-
rico piano di codimensione 3. In particolare,
una curva canonica di genere 10 su una K3
generale giace in realta su una famiglia tridi-
mensionale di K3.



Mappe gaussiane:
X varieta proiettiva, L fibrato in rette su X

2
vx(L) : NHO(X,L) — HO(X, Q% ® L9?)
sANt — sdt— tds

Wahl, 1987:

(' curva liscia, K fascio canonico,

vo(K) suriettiva =

se il modello canonico di C' € una sezione iper-
piana di una superficie S C P9 allora S € un
cono su C'.

Ciliberto, Harris e Miranda, 1988:
C' curva canonica generale di genere g = 10
oppure g > 12 = v~ (K) suriettiva.

Conclusione:
w(P10) definisce un divisore effettivo I in M1g.



M, = spazio dei moduli delle curve stabili di
genere g

stabile = proiettiva, connessa, ridotta, di genere
aritmetico g con al piu nodi ordinari come sin-
golarita, tale che ogni componente razionale
contiene almeno tre punti singolari; equivalen-
temente, il gruppo di automorfismi della curva
e finito.

ﬂg e una varieta irriducibile proiettiva normale
con singolarita di tipo quoziente finito (local-
mente quoziente di una varieta liscia per un
gruppo finito) e canoniche (ogni forma pluri-
canonica sulla parte liscia si estende a una for-
ma pluricanonica su una desingolarizzazione).

Problema: studiare |la geometria birazionale
di Wg.



Severi, 1915:

le curve di dato genere p formano una vari-
eta algebrica H irriducibile. Ritengo probabile
che la varieta H sia razionale o quanto meno
che nell’equazione di una curva piana di genere
p | moduli si possano far comparire razional-
mente. La considerazione delle curve piane
minime di dato genere p, mostra agevolmente
che questo fatto é vero per p < 11, la consid-
erazione delle curve sghembe minime di genere
p, definite come intersezioni parziali di super-
ficie, permette di salire ad ulteriori valori di p;
ecc.



A = Mg\ My bordo (di codimensione 1)

Componenti irriducibili:

e Ap, il cui elemento generico e rappresen-
tato da una curva irriducibile con un solo
nodo;

o A, (i=1,...,]9/2]), il cui elemento gener-
ico € I'unione di una curva liscia di genere
¢ € una di genere g — ¢ che si intersecano in
un nodo.

5, 6; le classi di A, A; (i = 0,...,]|g/2]) in
Pic(My) @ Q

A = c1(N\), dove A e il fibrato di Hodge, in-
formalmente: fibrato vettoriale di rango g la
cui fibra sul punto [C] in M, & lo spazio delle
forme olomorfe HO(C, K)

Pic(My)®Q e generatoda ded; (: =0,...,]g9/2])



Harris e Mumford, 1982:

K divisore canonico di M,

K =13X—-26

Eisenbud e Harris, 1987:

E" divisore di Brill-Noether in Mg, corrispon-
dente alle curve C' di genere g che possiedono

una serie lineare speciale g/; di dimensione r e
grado d con numero di Brill-Noether p(g,r,d) =

g—(r+1)(@g—-d+r)=-1
2| ,. .
By = m (g +3A - (%) b0 - S (iCg - ) )
Corollario:
Se g > 23 allora K = cEg—l—E con F effettivo e
c > 0, in particolare la dimensione di Kodaira

di My & positiva per g > 23.

Problema: e se g < 227



Harris e Morrison, 1990:

Congettura: se E = a)\ — bd & un divisore
effettivo su My, allora

12
2 >6+
b g+1

In particolare, per g < 22 nessun multiplo di
K e effettivo e la dimensione di Kodaira €
negativa.

Problema: come provare la Congettura?

Principio: se B C M, & una curva passante
per il punto generale di ﬂg, allora per ogni
divisore effettivo E su My si ha E.B > 0. In
particolare, se E = a\ — bd, allora

a 0.8
s 27
b~ A\.B



f .S — B fascio di curve di genere g
S liscia, f semistabile, g(B) =0 =
AB=x(0g)+g—1
0.B=¢e(S)+4(g—1)

Tan, 1998:
La Congettura vale per ¢ <11, g # 10.

Dim.:

D C X C P9 |la realizzazione di una curva gener-
ica di genere g < 11, g # 10 come sezione iper-
piana di una superficie K3,

F un fascio (di Lefschetz) in |D|,

f .S — B il fascio semistabile ottenuto scop-
piando i D2 = 2g — 2 punti base di F,

x(Og) =x(Ox) =1—-q+pg =2

e(S) = e(X)+ D?=12x(0x) — K% + D?
= 22+ 2g
= AB=g+1eédB=6(g+3)

a 5B_ 12

>
W



K la chiusura di K in Mg
[K] = aX — bpdg — 321 bid;

Cukierman e Ulmer, 1993: a =7, bg = 1.

Farkas e Popa, 2002: b; > bg, 1 <1 <5,
In particolare,

5
K+ > (bi—bo)d;
i=1

& un divisore effettivo in Mg che contraddice
la Congettura.

Risultati sulla dimensione di Kodaira di My:

o K(My) = —oco per g < 16 (Severi, Sernesi,
Verra, Chang-Ran)

e kK(My) = 39 — 3 per g = 22 (Farkas) e
g > 24 (Eisenbud-Harris-Mumford)

e k(My) > 2 per g = 23 (Farkas).



Problema: determinare il cono effettivo di
M.

Rulla, 2001:

Proposizione: il cono effettivo di M3 & I'invilup-
po convesso di Ag, A, e del divisore H cor-
rispondente al luogo iperellittico.

Domanda: il cono effettivo di M, & simpli-
ciale per ogni g, magari generato dai A; e
da analoghi di H (ad esempio, il divisore di
Brill-Noether)?

Osservazione: il cono effettivo non € noto
nemmeno in genere zero!



mO,n
Fulton, Keel-McKernan 1996:

Congettura: ogni divisore effettivo su Mg,
e linearmente equivalente a una combinazione
effettiva di divisori di bordo.

Keel, 2000; Vermeire, 2002:
La Congettura di Fulton e falsa per n > 6.

Idea: Woﬁ e ottenuto a partire da P3 SCOp-
piando successivamente cinque punti generali
e le trasformate proprie delle corde per ogni
coppia di punti (modello di Kapranov). La
trasformata propria di una quadrica liscia di P3
e un divisore effettivo che non € combinazione
lineare effettiva di divisori di bordo.

Hassett-Tschinkel, 2002; Castravet, 2009:

Determinazione di un sistema di generatori per
il cono effettivo di Mge.



Sia X una varieta proiettiva.

L'anello di Cox di X é:

Cox(X)= & HOUX,L).
LePic(X)

Se I'anello di Cox di X e finitamente generato,
allora X e un Mori dream space; in particolare,
il cono effettivo di X e finitamente generato.

Catravet-Tevelev, 2013:

Teorema: Mg, non & un Mori dream space
per n > 134.



Problema: determinare il cono ampio di My p.

Mg ha una stratificazione naturale per tipo
topologico, gli strati di codimensione k cor-
rispondono alle curve con almeno k punti sin-
golari.

Fulton e Keel-McKernan, 1996:

Congettura: un divisore su Mg, & ampio se
e solo se ha intersezione positiva con tutti gli
strati unidimensionali.

Gibney, Keel e Morrison, 2002:

Teorema: la Congettura di Fulton su Mg, &
implicata dalla Congettura corrispondente su
Mo g+, Pertanto la Congettura & vera su My p
per ogni g € per ogni n se e solo se & vera su
Mo, per ogni n.



Domanda: se un divisore su Mg, ha inter-
sezione non-negativa con tutti gli strati unidi-
mensionali, ne segue che & linearmente equiv-
alente a una combinazione effettiva di divisori
di bordo?

Osservazione: una risposta affermativa im-
plicherebbe |la Congettura di Fulton: infatti, se
D é un divisore come nella domanda e C € un
ciclo effettivo unidimensionale tale che D.C <
0, allora C' C A e si conclude per induzione.

Farkas e Gibney, 2003; Larsen, 2012:
Teorema: per n <7 la risposta e affermativa.
Pixton, 2013:

Controesempio: per n > 12 la risposta &
negativa.



