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LE FUNZIONT ALGEBRICHE STUDIATE GEOMETRIU@IENTE;
Heta del

Dott. ORESTE TOGNOL...

Gl argomenti trattati in questo lavore sono di vecchia data, perché si leggone

in una Memoria, ehe anni sono veniva pubblicata per le eure dai sigg. Brill e
Nother, nel Vol. VII dei Mathematische Annalen. : .

Quando lessi questa Memoria, pure ammirandone la hellezza e Iimportanza
dei risultamenti, non mi parve che tutto vi fosse esposto in modo abbastanza sem-
plice, e specialmente colla migliore delle chiarezze possibili; e fin d'allora presi
alcuni appunt: coll'infenzione di ricostruire la Memoria stessa con diversa tessitura.

E ora pubblico qui questo lavoro, che ho rieavato da tali appunti. In esso,
lo ripeto, tratto argomenti- altrni, ma non segue nel trattarli il metodo d'aliri ;
e il lettore se ne potrd subito persuadere, quando avrd confrontato Ia citata Me-
moria de’ due chiari autori tedeschi, con questo medesimo mio Javoro.

INTRODUZIGNE.
Bia s
(1 floe, y)=0
equazione in coordinate cartesiane ortogonali di una curva piana dell’ordine m ;
¢ si conduca nel piano di questa curva, e pel punto {«, B) di essa, una retta ar-
bitraria, la cui equazions sia la:

(2) Calm - o)+ by - B0,

I punti nei quali questa retta sega la curva £, sono detelsnmatl dalle 1ad1c1
dell’equazione ;

3) e@=f(2,~F@-w+e)=0.
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E Ora, se per x=«, oltre la o si annullerd eiascuna delle funzioni: @’?tp”,q”',...,cp“*"”),

d’e.

" per le quali si ha ¢ = T il punfo (@, B) sard porle sulla curva f. In questa

ipotesi le coordinate del punto (a, §), dovranno verificare I equazioni del sistema:

rofle,yy=0

/
'af(m Wy U@,
: : Y ’ &y
e,y _, ey, ey
- —= s = 5 Y = s S
) B v Y
61w, y) _ aﬂ-'lf'(m,_y_)io Pf@y)
7 S Y Tow ey T oy ;

composto di %V'(IH’ 1) equazioni. Di qui si deduce, che se la curva f ha nel punto .
C{e, B) un punto puple, fra. i coelficienti della sua equazione dovranno verificarsi,

in generale , 3 U(p + 1) equiazioni lineari distinte, L'equazione :

OPflx,y) | B, y) dy 3*“!‘(&7 ()] (dy)
Bt Sy dw T T agE

determina i cocflicienti angolari delle tangenti ai y rami della curva [, che pas-
sano pel punto (a, ). Un simile punto, nel compuio del numero dei punti doppi

i s .
che pud avere la defta curva, va dunque calcolato per 3 w(p— 1) di tali punti.

Ossgrvazione. Per ogni punto (o,y) della curva f, si determini un punto'(E,z),
le cui coordinate, rispetto agli assi ai quali & riferita la £, sian date dalle pro- -

porzioni :

=18, yil=1:L

Cosi si trasformersd la £ in una curva T del medesmo ordine, e i punLI della
f, F si corrisponderanno in modo univoco.

Ora, perché si pud sempre supporre che i punti mu}tlph della 7 non giac-
ciang SOplEL aleuno degli assi di riferimento, ne risulta che la F non avrd punti
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multipli allinfinito, e pero, nelle successive ricerche, potremo sempre ammettere =
che la curva che vi sard considerata, non abbia aleuno di tali punti all’infinito.
Abbia ora la f: o, punti doppi, a, tripli, ecc., &, e, 11 numero del punti. -

doppi della £ (denctato con Iﬂ), sary espresso dall'uguaglianza :

p=i-1
. 1
) | | _’h:?él ap.ép,(z,k-}-f[),

¢ il genere p della curva stesga dallaltra:
1
) p=g (=D -2 ~h;

¢ ‘questo p, secondo guanlo precede, avrd un valore indipendente dall'essere dug
(o pin) delle tangenti in uno dei punti multipli della f, riunite in una stessa retta.

Sia f, una curva algebrica piana dell’ordine m, assoggettata a passare per cia-
- scuno dei punti multipli della 7 tante volte, quante unitd sono nel grado di molti-
phicitd del punto multiple meno una. Se la £,, nei punti multipli della fsoddisfd
alla sola eondizione qui indicata, le daremo il nome d1 curve aggiunta alla £, o
semplicemenie quello di curva aggiunta.

La f; sara sottoposta, in generale, a .H:Z':ﬂ %%P(M—I— 1) condizioni lineari di.
. =1

stinte ; ed .avrd in comune W;}‘:Hoc}k-y.(p.-i- 1) punti colla £, nei punti multipli di
= .

questa curva.

Una eurva algebrica nel piance della f sard una curva aggiunta, purchd ad essa
convenga la definizione data riguardo alla f,. Tall curve aggiunte saranno consi-
derate in seguito in modo particolare.

Teorema dei resti.

Sulla curva f si suppongano dati due gruppi di punti Gy . » Gy, il primo dei
quali ne contenga R, e il secondo (. Se una curva aggiunta, oltre nei punti mul-
tlpl_], sega la fin R+ Q punti, che comcldono con guelli dei gruppi Gy, ,GQ, di-
remo che uno di questi groppi & residue dell'altro.

Immaginande sulla f pitt gruppi: Gy , Gy , G, ece., di R, R, R, ece

punti ; se ciascuno di-questi gruppi sard vesiduo rispetto ad un medesimo gruppo
di Q punti defla f, chiameremo corresidus i gruppi Go s Gge Ghigey eoe.

)( 1 )(

. Se fi & una curva aoglunta dell'ordine m, essa soddisferd in generale a k con-
dizioni lineari dlstmte, 'k essendo i1 numero definito dali'ug uaglianza (5) (Inirod) ;

N
e qumdl per- dctet minare questa curva CCCOITEranno genemlmente =T (m+3) -k

&

'(h tali -condizioni. Ora, quando sia R - (n— 1y (n — 2), si vedrd subito che lor-

dme m della fi deve superare il numero 7 — 3.

1
Quando il genere p della eurva { sia uguale ad 1, e guindi h—— = nm — 3) )

e 1 "
gard m > n — 3. Finalmente quando sia p > 2, e qumdl'k < én(n—?v), potrdy es-

sere il numero m Zn -3, Dunque lordine di una carva aggiunta & gempre > n—3,
<

se la curva £ ha un numere di punti dopp1 >3 (nﬁ 1(n—~2); non & <Mn-+3,se

1a curva f & del genere p=1, e pud essere Zn- 3, se la curva & del genere
. ‘ <

H > 2.

R , ecc. gruppi formati rispettivamente di R, . R, Ry, ece.

Sieno : G , Gy . Gy

punti della curva £, e sia ciascuno di questi gruppi residuo di un medesimo gruppo
di Q punti della /. Per una precedente definizione, si avrd :

() 2k + Ry + Q=0 (mod. %) s?_-a, 2,3, ...
Qra, se uno dei gruppi .GRS {p. c. GRI) ¢ tesiduo anche di un .gruppo di Q'

punti della f, sussisteranno le congruenze :

%+ Q +R, =0 {mod. n),

%+ Q4R =0 (mod. n),
dalle quali derivano subito le altre:

Q=0 (mod. n)
W4 Ryt Q=2k+ Ry+ Q' (mod. m) (¥=2,3,..);

e dall’'ultima di queste, in virtd della (1), la

2E+ By + Q=0 (mod. n).

Si pud dunque porre :
2k + Ry 4+ Q'=2zn,

z essendo un numero intero positivo.




s

Ma per la (6) (Introd.) questultima uguaglianza pud scriversi cost :
By +Q=nG@-n+3H+2(p—-1;

\ 1
e perd, se & ki—ﬁ (M- 1}m—12), ¢ quindi p < 0, dovendo essere sempre positivo
.ii numero n{z —n -+ H+2p-1), sard z>n- 3. ' |
Ui.la curya aggiunta d’on ordine > n—3, restando ferma I'ipotesi fatta sul va-
lore di b, passerd effetfivamente per tutti i punti di ciaseuno dei gruppi G R0 G,

| PR
s : | '
percheé per z>mn -3, il numero ‘—23(3 +3) non & mai inferiore a & + Ry + @, ov-
vero a zn — k. |
: 1 _ '
e poi & k< 3 (n—1)(n—2), e quindi p >0, & dimostrerd, in modo analogo

a quello qui sopra indicato, che per un siffatto valove di & pud accadere che si

: Co - . . . ;
possa prendere z Zn—3, e che una-curva aggiunta, il cui ordine potrd essere
Zn -3 asserd
=M — asserd sempr y i i di eic i gruppi ;
= » passer pre per tutti i punti di ciascuno dei gruppi GRs" Gy 5 dun-

que si poird affermare la veritd del teorema: -

Se un sistema di gruppi, formali rispeltivamente di R;,R,, Ry, ... punli
della curve £, risulle di gruppi residui di un medesimo gruppo di Q) punli della
f; e se un gruppo gqualwngue del sizlema & residue anche di wn gruppo di @
punli di questa curea; ogn’ allro gruppo del sislema slesso sard residuo anche
di quesio gruppo di @ punti. :

_ Qu.esto teorema, conosciuto col nome éi teorema dei resti, mostra, che seb-
bene pilr grappi di punti sulla curva f, per essere corresidui debbano essere ve-

sidui di un medesimo grappo di punti della f, non & perd vero che questo gruppo -

sia gmco_; e quindi il eoncetto di gruppi corresidai, & indipendente dal gruppo
particolare, rispetto al quale quelli del sistema sono residui.

IL
Serie di gruppi di punti.
Sia Pequazione :

(1 @Yk ey e, ) =0

nella qualc ¢ esprime un polinomio razionale intero rispetto a ciaseuna defle gian-

fith: @y, A hy, ., A, quella che corrispende ad un'arbitraria curva aggiunta.

Cesis

Se il polinomioirnp contiene dei _termilii'indipeﬂdenti dalle 2, ¢ quesfé' quéntii}ﬁ'

¥i rapprasentano altrettanti parametri aybitrari, diremo che la (1) & Tequazione di

una serie © volte infinita- (-=<7) di curve aggionie, Tordine delle quali & ugnale al

grado del polinomio ¢, nelle x,y. ‘

La {1) sard, nei parametri A, del grado 1,2,3,..., e la serie delle curve
aggiunte, da essa rappresentate, si chiamerd rispettivamente lineare, quadiatica,
culbica, ecc. ' : ' '

I gruppi di'punti mobili J"intersezione delle curve (1) colia f, formano su
guesta eurva una serie di gruppi, la quale si dird lincare, quudratica, cubice, eec.,
secondochd le curve (1), formeranno esse stesse una serie lineare, quadratica ,
cubica, cce. ’

11 numero dei parametri i, contenuti nella (1}, si chiamerd il grado d'infinitd
della qui indicata serie di gruppi, la quale sard percid oo,

In generale, e i punti di una curva algebrica s immaginano raggruppati Q a
Q, ¢ si suppone elie tutti questi gruppi soddisfacciane a certe condizioni comuni,
si otterrd sulla curva una serie di gruppi di Q punti, la quale sard determinata,
quando sian note queste condizioni.

 La determinazione pei di un gruppo di una tal serie dipenderd dalla seelta ar-
bitraria di aleuni punti del gruppo; il quale rimarrd da questi punti fissato, pur-
ché sia nota la serie della quale il gruppo stesso. fa parte. Se dunque badiamo
solo al numero delle condizioni, si vede che due numerl concorrono alla determi-
“nazione di un gruppo; ma & bene osservare, che due tali numeri possono deter-
minare uno o pilt gruppi di una seric, ovvere la determinazione di un gruppo,
mediante guesti due numeri, pud cssere o no univeca. Se cssa & univeea, divemo
che 1a serie di gruppt & lineare; alirimenti guadratics , cubiea ecc., se le con-

digioni, il cul numero & la somma dei numeri predetti, fissano due, tre, ece, gruppi .

della serie. 8i ovranno dunque considerare per guesia seric tre numeri, ciod:
ay il numere dei punti di un gruppo; :
by il numero dei punti che si possono prendere ad arbitrie per fissaro un

atuppo ; ]
¢} il numero delle condizioni che determinano la serie di gruppi.

- Tudicheremo questi numeri rispettivamente con Q, o, <.

Detto g il grado & inflinith della serie, sard evidentemente = +g=g¢, dondé
g=0 4. .

Ogni serie di groppi di Q punti, pef la quale & e=0, & perd g=90; & coin-
posta di wa numero finito di tali serie, e ciascuna di quesie & 22° Se un tal nu-
mere & uguale ad uno, si avrd una seric lineare: :

In gencrale, una serie di grappi di Q punti, quale & stata ora definita, risui-
terd di un numero oo di sistemi di serie lineari, e ciascuna di queste sard
of (g =¢ - 9. :

Cosi, se si considerano guattre punti arbitrari di una curva del 4% ordine ,
essi formeranno un gruppo di una serie di gruppi di 4 punti. Tutti i gruppi di

yoL. XXl ' L0




YA

una tal serie, dovendo giacere sulla curva del 4° ordine, saranno per la serie me- -

desima: e =1, Q=4, 0=1, o quindi g =3. Questa serie risulterd dunque eum-

posta di o' serie lineari di gruppi di % punti, e ciascuna di queste sara. oo?..

I singoli punti di una curva del 3° ordine formano una serie di grappl di un
punto, per la quale sussistono le uguaglianze: z=1, Q=1, ¢ = 1. In. questo caso
le o' serie lineari dalle quali risulta la serie di gruppi qui considerata, sono
tutte % Ma se la curva del 3° ordine ha un punto doppio, i singoll punti dl €558

si potranno rignardare come determinati dalle rette del fascio, che ha il suo centro”

nel punto doppio; ed & chiaro che in quest'ipotesi i punti stessi formeranno una
unica serie lineare, che sard oo,

Dalle cose dette di sopra si rileva subito, che ogni gruppo di una serie di
gruppl di Q punti sopra una curva algebrica, contiene un cerfo numero di punti,
che sono determinati dalle particolari condizioni, cui soddisfano in comune.i gruppi
della serie; un tal numero di punti sard uguale a —&—gq, essendo e+ ¢q il
numere dei punfi liberi di un gruppo, dei quali ¢ serviranno a determinare la serie.

In seguito denoferemo una serie lincare con uno dei simboli AL AL

e uno qualunque de’suol gruppi con G 7, i‘Q(’”, ..., dove 4 esprimerd sempre i
grado d'infinita della serie, e Q il numero dei punti di wn gruppo.

Una serie gQ(‘I) sl pub sempre considerare composta di gruppi corresidui. In-
fatti, i singoli gruppi di questa serie si potranno sempre immaginare separati sulla
rurva f, ove tuttl sono sitnati, mediante le curve di una serie lineare @7 di carve
aggiunte , per la quale ciascuna delle sue curve passa per R punti arbitrari ma
fissi della f, e sega la fin un gruppo di Q punti mohill ; hasterd semplicemente
supporre, che sia 2k+Q+R=0 (mod. n). Allora ogni gruppo della serie 75'% sard

“residuo di un crt'uppo di R punti fissi arbitrari della f, e perd tatéi i gruppi della

serie medesima saranno corresidui.

Per una serie <? di gruppi di Q punti, che sia formata d’'un numero finito di

serie lineari, non saranno, in generale, i gruppi d'una di queste serie, corresidui
rispetto a quelli 'un’altra delle scrie medesime. E infatti, se un gruppo -d’ una
delle serie qui indicate pofesse essere residuo di tutti i gruppi i un’ altra delle
serie stesse, dovrebbe aversi 2(k + Q)=0 (mod. n); e questa con:lizione non &
generalmente soddisfatta, '

1L

Serie lineari di gruppt di punti.

Secondo le considerazioni del § [, possiamo dedurre che una serie I @ si pud

sempre separare sulla curva f col mezzo delle carve aggiunte di un sistenia 1i-
neare wf, le quali passano pei medesimi R punti della £ 1I gruppo di questi R

_ S8 ) |
punti non & perd fisso sulla f; e quindi la serie g @, che si suppone su questa
curva, & 111d1pendente da quella delle curve aggiunte che ve la separano.

Sla ora-la f dell'ordine n>3, ¢ ¢ una Sua curva agglunta, dell’ordine s > n

La curva definita dall'equazione
LPIE\H_[_:PI‘F:O:

dove ¢, =0 & Vequazione d'una curva algebriea dell’'ordine s —n, sard anch’ essa
evidentemente una curva aggiunia dell’srdine s.
1l numero delle costanti arbitrarie, contenute neli’equazwne e, =10, & in ga-

nerale uguale ad ﬁ(s_ n + 1)(3 —n-+2) ¢ di esse potremo disporne in mode che
altrettanti coefficienti della ¢, ricevano dei determinati valori.

‘La ¢, sard dunque generalmente determinsta da - s(s + 8) — kB —1 costanti ,

ove k & il numero espresso dalla formola (% (Intred.), ed f':§ —nt1)(8-—n+2) ;

e quesm curva si potrd sostltuir alla 5.
Ora si ha:

= s(:>+.-i)— —lzns— —(n— 1)(m -2y —
ovvero, per la formola (6) (Introd.):
1 R
3 sG+3)-k—-1l=ns~28—p.

-Quest’ uguaglianza dimostra, che presi ad arbitrio salla curva f ns — 2k —p
puntl dei quali non ve ne sia aleuno che cada in un punto multiplo della f, la
curva ¢, sard completament® determinata se la 31 assoggetierd a passare per questi
punti; e perd dei punti d'intersezione delle curve f,d,, i quali non cadono nei
punti mulfipli della prima di esse, ve ne sono P pienamente determinati dm rima-

(!
nenti, supposto sempre che sia E( —1){n— ?) > k.

Ossmw;;zm:m. Se il numero delle costanti contennte nell’equaszione $,=0, sard

minore di %(s ~=n + 1} {§—n+ 2), il numero dei predeiti punti di segamento delle

curve [, ¢, che sono determinati mediante i rimanenti di essi, sard inferiore a
p. Una diminuzione nel numero dei punti qui indicati, avrd parimenti luogo anche
nel easo, nel quale T equazioni che nascono dal sottoporre la curva ¢, a dover
passare per ns — 2k ~p punti della £, per la scelta particolare di questi- punti,




o ) 216 )¢
“non sarvanno tutte distinte. K poi facile vedere, che se la curva aggiunta ¢ & di
un ordine s <n, la curva &, dovrd coincidere colla ¢, e perd la riduzione accen-

nata superiormente, riguardo al numero delle costanti della equazione ¢ =0, non
* si potrd pitt operave. Tuttavia, se sard s=mn—1 oppure s=n -2, rimarry inva-
riabile 1a conclusione dedofta pitt sopra relativamente ai punti mobili di segamento
delle curve, che ora sono lo o ed /.

Infatti a queste due ipotesi corrvispondeno le uguaglianze :

a
[;;S(S+3)—*k] =n{n-1)—-2% -9,
$=i--1
1 .
[5S(S+3)-If,] =n(n-2)—-2%~p,
= §=n—2

le quali dimosirano appunio la nostra affermazione.
Esaminiamo anzi pill estesamente questo caso di s-< . e suppouniamo percid
s=n— (®>3). In questipotesi I'equazione della carva ¢ conterrd, in generale,
. : S 1
un numero di costanti arbitrarie uguale ad @(?%—M) (n—p+3).

Ora si verifica facilmente l'esatiezza dell'nguaglianza:
1 ' (1
i(n——p)(n-— 43— k:n(n-~p)—21’a—1p~—gu(p.—S}— 1,

dalla qunale risulta, che dei punti mohili d’intersezione delle curve o , [, essendo
l'é o d’ordiné 32%3, ¢ la f d'ordine n>>3, ve ne sono generalmente p—%p.(p.—?.)—i
determinati dai rimanenti.

Suppoungasi adesso Réé(n« D —2); 1 punti mobili & intersezione di ecla-

seuna curva aggiunta dellordine s > 4 — 3, rappresenterannc sulla f una serie li-
neare di grappi di Q punti, e il numero dei punti necessari alla determinazione
di un gruppo, e che potranne scegliersi ad arbitrio sulla curva f, sard almeno

uguale & Q —p. Dunque il grado d'infinitd della seric stessa, sard almeno uguale

~a G —p; e perd, se lo indichiamo con ¢, sard ¢ > Q—p.
Se poi & s=mn - (4> 3), il numero dei punti che si pofranno scegliere ad arhi-
trio sulla curva f per determinare un gruppo, sard almeno uguale a Q—p+§ wi—34+1,

purché st ammetta sempre che I'equazione della eurva aggiunta, che determina salla
-f un gruppo di Q punii, contenga il massimo numero di costanti. 8i avrd dunque
& b

in gquestipoiesi q' >Q—p+ % wp—3)y+ 1.

Sy

Per una curva del 4° ordine con due punti doppi, sono .:
E=12, 5(?@——1)(?%«2):3,_5@:1,

Le coniche aggiunte determinano su questa curva una serie lineare di grappi
di 4 punti, e ogni gruppo & individuato da tre punti. La serie & dunque co?.
Per una curva del 5° ordine con un punto triplo, sono

k=13, é—(n——i)(nmz}.—:ﬁ, .p=3.

Le cubiche aggivnie determinano su guesta curva una serie lineare di gruppi
di 9 punti, e ogni gruppo & individuato da 6 puntl. La serie & dunque oo3.
Le coniche aggiunte sono evidentemente formate dal sistema di due rette, che

si segano nel punto triplo. Tali coniche determinano sulla curva del 3 ordine una

serie lineare di gruppi di & punti, la quale si decompone in due serie lineari di
grappt di due punti. e ciascuna di queste & o',

Per una curva del 6° ordine con T punti doppi, sono

k=1, %(n-i)(n—2):10, p=3.

Le cubiche aggiunte determinano su questa eurva una serie lineare di gruppi
di & punti, e ogni gruppo ¢ individuato da 2 punti. La serie & dunque oo?,

Se la curva del 6° ordine & fale, che i nove punti dintersesione di due delle
sue oubiche apgiunte sono sempre sopra la eurva, allora tutte quelle cubiche che
passano per un punto arbitrario di essa curva, si segheranno in un altro punto
cmhpletamente determinato della medegima ; e quindi dei doe punti che individuano
un gruppo della suddetta serie, uno determina di per s I'altro.

' Finalmente per una curva del 5° ordine con due punti doppi, sono

k=2, %(’n;n(n.—z):e, p=kh

Lo coniche aggiunte vi determinano una serie lineare di gruppi di 6 punti,
la quale & <3, :

Quei gruppi della serie che sono individuati da tre punti in Iinea refta con
un punto doppio dells curva del 5° ordine, dinno origine ad una serie lineare oo!
di gruppi di tre punti, per la quale i punti di un gruppe sono in linea retfa col.
altro punto doppio della curva stessa, - : '
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V.
Curve aggiunté.

Sia f la eurva considerata nell'introduzione, e per essa sia k <5 (n—1}{n-2).

Dalle conclusioni ricavate nel § precedsnte si deduce, che se una serie lineare

Y

gQ(‘” di gruppi di Q punti, & separata sulla curva f da una serie lineare di curve

‘aggiunte dell'ordine n — p. (1 >3) &, in generale, -

1 ' 1
7>Q-p+zu@-3)+1, oweroé <p—gzpE—3)-1

il numero dei punti di un gruppo, che sono determinati dai rimanenti punti del
gruppo stesso, .
Ora sia gQW} una serie lineare di gruppi di Q punti sulla curva f. Affinché i

gruppi di una tal serie si possano separare mediante curve aggiunte dell ordine

S — 1, supposto q >Q—p+z 1 p(;x —3) +1, dovrd in generale aver fnogo la rela-

zione :

1 1
g —w g+ >E+Q-prgu@-3H+1,
i L}
ovvero, essendo kzén(?-a—_3)—p+{l, Paltra :

i I ‘
g —wn --zx+3);%ﬂ(n—3)+Q—2(p~1)+§u(u—5),

 dalla quale risulta:

Qiz(p—ﬁ);n(y.—3).

Questa condizione si rende manifesta quando si osservi, che se i gruppi della

serie g, “) sono separabili sulla curva f nel modo suindicato, deve aversi
Q < nln — p) - 2k.

Si pud dungue enunciare il teorema :
Perché una serie g, @ si possa separare sulla curve { medmn!e curve  ag-

| }o39 3
giunie dellordine n — i (> 3), & necessario e 'suﬁ‘iciente che sid
g=Q—prgup—3)+1
Da questo teorema risulta chiaramente, che le serie g, contemplate in que-
sto teorema sono serie particolari,

Per tali serie & sempre

quw—p+;y.(_u—-3)+ I,  equindi  Q<%p—1)—n(-3)

Suppongasi ora Q 2(p — 1) ~n( —3); dico che ¢ non potm 1]Ima superare
il numero p -1 - (u 32 — ).

1
P 3 (3201 )

Infatti si consideri la serie g ; aggiungendo a eiascuno
_ : 2(p—1}—n{x—3)
{Iei suoi gruppi un punte arbitraric e fsso della curva f. si avrd la serie

\p - = (ex 3)(27@—#))

g
2p—1-—n(p—8) :
Ora 1 gruppi di questa serie non si potranno separare sulla curva / mediante

~curve aggiunte dell'ordine n — 1y, se non &

n(n—p) — 2% > 2p 1 —n(u—3).
Ma &
h=nn—-3)-2p+2,
quindi
fn(n—}{) —-?]z‘,:ﬂ.(?b—p.)——ﬂa(ﬂ—3)%2})—9:2@).—2—%(}1‘.—3}.

Dovrebbe dunque aversi

2p—2—n(p—3)>2P—1-n(p-3),

ovvero 2p —2 > 2p — 1, relazione evidentemente assurda.

8i pud giungere alla medesima conclusione anche osservando, che affinchd
una serie lineare di gruppi di punti, per la quale il grado d'infinitd ¢ & uguale al

1 . , . .
numero p — §(p. - 3)(2n — 1), si possa separare sulla eurva f mediante curve ag-
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giunte dellording m — p, deve aversi in generale :
1
5 (=W - y-+3)3k+p—— (o = 3)@m —

e questa relazione si riconosce subito assueda, se in essa si pone in luooo di %
il suo valore dato dalla formola (6) (Introduzione).
Se adungue per una serie linearc 9o ) separabile sulla curva f mediante curve

aggiunte dell'ordine n—yp, & Q=2(p — 1) — n{p— 3), non pud aversi

1
4>p~1—50—3)Qn - )

; . . ® . Vs .
Ma sccondo il precedente teorema non pud neppure essere in quest’ ipotesi

1 _
g<p—1— 9 (—3)(2Zn-p); dunque sard necessariamente q::p—t—-; (y—3) (2n—u).
Quindi, se Q ¢ vguale a 2(p - 1) — n(y — 3), esiste una sola seric lineare ng‘f‘), se-
parabile sulla eurva f per mezzo di curve aggiunte dellordine 7t — I, ed & per una

tal serie g=p — 1 — ; (o= 33(2n — .

Un gruppo di questa serie essendo determinato da p—1—2 (y — 20—~
de’ suoi punti, arbitrariamente scelfi, i punti del gruppo che rimﬂrranno individuati

. . : 1
da questi, saranno in numero di p—1 -3 ks~ 3).

Le curve aggiunte dell’ordine n -y, clie separanc sulla 7 i grl'uppi della serie

1
Pl-5(u8) (2n o p)
, formano dungue una serie lineare co

(pfl-—m(pt—3 2n— EL)\)

2(p—1)—az(p;m3)
di curve aggionte del detto ordine, la quale contiene per conscguenza

1
—gmmm@nmw

curve, fra loro indipendenti.’

Daremo qui alcuni esempi relativi a seric lineari di gruppi, che formano parte
di quelle, cui si riferisee il precedente teorema.

Sia f una curva del 60 ordine con 6 punti doppi, per essa sono p=4 » B=0.

Una serie lineare g4 si pud separare sulla f mediante cubiche aggiunte.
Siffatte cubiche hanno infatti in comune colla f nei punti doppi di questa curva,
12 punti, e quindi la segano in altri 6 punti, i quali sono individuati da ire di
essi, scelti ad arbitrio,

Sia f una curva del 7° ordine con 3 punti doppi, sarahno per questa curva
=3,p=12,

(324 )

Una serie lineare g, si potrd separare sulla # per mezzo di curve aggiunte
del 3° ordine. Infatii queste curve hanno in comune colla £, nei punti doppi di
guesta curva, § punti, e quindi la segane in altri 45 punti, che si possono indi-
viduare mediante 6 di essi.

S'immagini ora sulla curva del T° ordme qui considerata, una serie lineare
9s®. Una tal serie vi si potrd separare mediante coniche aggiunte.

Si consideri anehe sulla detta curva del 7° ordine una serie lineare g,,\%, e
uraltra serie, parimente lineare, ¢,. Tutte le cubiche aggiunte, che passano per
due punti fissi della corva del 1° ordine, si potranno determinare medianie quatiro
punti di questa curva, la eul scelta & pienamente libera. Ma si pud sempre am-
mettere, che le due serie g, g, stan fra loro in tale relazione, che un punto
della prima debba sempre giacere con quattro punti arbitrari di un gruppo della
seconda sopra una di tali cubiche. In tale ipotesi ogni cubica del nostro sistema
clie passerd per quattro pumti arbitrari di un gruppo della serie g, segherd la
eurva del 7° ordine in altri 8 punti completamente determinati, ¢ cosi rimarrd in-
dividuato questo gruppe.

Aliro esempio relativo alla medesma curva del 7° ordine, ce Jo offre la serie
g;¥. Infatfi, se ad una tal serie si associa l'altra g,™, si potra sempre amimeliere
che un gruppo di questa serie debba sempre trovarsi con dus punti arbitrari di
un gruppo della serie g, sopm una medesima conica aggiunta. Allora una tal
conica segherd la curva del 7° ordine in aliri § punti pienamente determinati, e
resterd cosi individuato i gruppo suddetto della serie g,®.

In quest'esempio possiamo anche dire che i gruppi della serie g,® sono in-
dividnati da curve aggiunte del 4° ordine, perchd ad ognuna delle predette coni-
che possiamo unire una conica fissa. La stessa osservazione poird pure ripetersi
rispetio a claseuna de!]e tre precedenii serie, econsiderate sulla data curva del
1% ordine.

V.
Teorema di Riemann e Roch.

Sia gQ@ una serie lineare di gruppi di Q punti, la guale riguarderemo come

: i ;-
esistente sulla curva f; ¢ supponiamo q=Q—p-+ 14 5 ww—3)+ ¢ (q intero

positive. <p — —;:p.(p.-— 3 - 1),

Secondo i1 § precedente, 1 gruppl di questa serie si potranne separare sulla
curva f per mezzo di curve aggiunte dell’ordine n —p. Quella fra quesie curve,
che passerd per ¢ — ¢ punti arbitrari della £, sard dunque individuata dal dover
passare per altri ¢' punti arbitrari delia stessa f.
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Ma una tal curva aggiunta sega ancorala fin un gruppo di 2(p—ﬂ}'—n(p.-3)—(q—q’)
il quale si potrd ritenere come individuato da ¢ punti arbitrari della 7.

1 numero totale dei punti, che la medesima curva aggiinta ha in comune colla_
fi & 2(p — 1) —n(p.—3); ¢ perché sottoponendo una siffatta curva aggiunta a pas-

sare per ' punti arbitrari della f, essa passerd anche per un gruppo di € punti

della serie g, cosi essa curva aggiunta segherd la 7, oltre in questi Q punéi ,
in un aliro gruppo di 2(p—1) - n{x—3) - Q punti, il quale si potrd considerare
come Individuato dai suddetti ¢’ punti. Da ecid risulta chiaramente che ad ogni
gruppo della serie g, & assoeiato un gruppe di Q'=2(p—1)—n(p—3)—Q punti,

Y

il quale & individuato da q’:q«-—Q+p—-%y(u—S)—izQ’—p-{-’l+—;(p.#3)('2n—p~)+q; ov-
yero ai gruppi della serie g, corrispondono uno ad uno quelli di un’altra serie
gQ » 12 quale come la prima ha la proprietd, che i suoi gruppi si possono se-
 parare sulla curva £, mediante curve aggiunte dell’ordine n — p.

I ragionamenti qui fatii presuppongono evidentemente che il numero g non
sia minore del numero ¢', ovvero, il che & lo stesso, che il nomero

1
Q-p+i+gpp—3

:sia positivo.

Se ¢id non ha luogo, vediamo prima di tutto se sia possibile separare sulla .
curva {1 gruppi della serie Yq (7 per mezzo di curve aggiunte dell'ordine n—p.

Questo potrd farsi, purchd (§ IV) sia
, . :
¢>Q-p+1+5u—3)
Ma & p <n, dunque sard 2» —p >n, e perd anche 2n — p> . Daltronde &

, _
¢=Q-p+1+50-30—w+g,

guindi sard :

1
¢>Q—p+1+zu(r-38);

e la serie g, si potrd separare sulla curva f nel suddetto modo.

Dimosirato questo, si consideri una curva aggiunta dell'ordine n—p che passd
per ¢'— g punti arbitrari della f. 11 numero totale dei punti che una tal curva ag-
giunta ha in comune colla f, & vguale a 2(p — 1) —n{p.—3). E se questa curva
aggiunta & una di quelle che separano uno dei grappi della serie g%, sard indi-
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viduata da altti ¢ punti. arbitrari della 7, e allora passerdy per -un determinato -

gruppo della serie g @, e segherd la curva f, oltre nei Q punti di questo gruppo,
in un altro gruppo di Q' =2(p —-1) —n{x-3)—Q punti, che sard individuato da

¢ —q+gq=g punti arbitrari della curva f. Di qui segue pei gruppi della serie

9o, in relasione a quelli della serie gQW),‘qne]_la, stessa conseguenza che abbiamo
gid ricavato, nella supposizione che il nomero Q ~p+1+ 5 w( — 3) fosse posi-
tive, pel gruppi della seconda di queste serie rispetto a quelli della prima.

QOra dimostriamo, che i gruppi della serie gQ("‘) hanno, rigpetto a quelli della
serie gq,"”, la stessa proprietd che abbiamo riconosciuta per questi, rispetto a
guelli.

Dalle precedenti considerazioni risulta infatti, che la curva aggiunta dell’ or-
dine 5 — p che passa per un gruppo della serie g7}, & quella stessa che passa
per il grappo della serie g, , che ha dato origine al gruppo considerato della
serie g7, Siffatta curva aggiunta sega la fin un gruppo di n(n - p) — 2k —Q/
=2(p—1)=n{p—3)—Q =Q punti mobili, che sardk evidentemente determinato
appena lo sard questa curva aggiunta, e perd da g punti arbiirari della f. Cosi
ad ogni groppo della- serie g\ corrisponde un unico grappo della serie g, @,
e possiamo ora affermare che esiste univoea corrispondenza fra i gruppi delle due
serie gQ("” s gQ,W'). Ha dunque Iuogo il teorema:

Date sulla curva { una serie gQ('?), per la quale sie

" 1
q:Q——p—l—i—l—%p.(p.—?))-{-q’ (q’ intero positivo <pf1-—§p.(p.v-3));
le curve aggiunie dellordine n—y che passano pei gruppi di queste serie, de-
lerminano sulle curve f una serie g9, per lo quale @

1
¢=Q-p+1+50-NEn-p)+q.

I gruppt di queste due serie si corrispondono univotamenle.
E ovvia la dimostrazione delle seguenti uguaglianze :

¢h) Q+Q=2p~—np~3)
(%) Q—Qkﬂq—%W%n—mw—3%

in virti delle quali dati i numeri Q e g oppure Q', ¢, e Tordine delle curve ag-
giunte che separano i gruppi di eiascuna delle serie gQ(q’ . gQ,W') sulla curva f, st

determinano i numeri @', ¢’ oppure Q. g
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I plecedente temema da Riemann, ‘che ne inizid la dunostmzmne, e da

Roch, che la generalizzd, porta il nome di ciascune di questi due autori.”
Di questo teorema offriamo qui il seguente esempio.

La curva f sia del 7° ordine, ed abbia 9 punti doppi. Per essa saranno -~

1
E=9, é(n—-i)(n~2)315, e quindi p=46.

Sulla /' si consideri una serie g, . Le curve aggiunte del 4* ordine che pas-

sano per un gruppo di questa serie sono individuate evidentemente da due punti

arbitrari della /, e perd formano una serie lineare co®. Esse segano la f in altri
gruppi di 6 punti, che formano la serie g,®.
Ora supposto ehe sulla £ sia data la serie g,®, le curve aggiunte del 4° or-

dine che passano pe’ suoi gruppi formeranno, secondo il precedente teorema, un -

fascio di curve aggiunte del 4° or dine, le quali separeranno sulla f i gruppi della
serie g,0).

VI.

Trasformazioni univoche.

Benotiamo con :
(1) a," =0

Pequazione in coordinate omogenee wx, , @, , @, del punto, relativa alla curva f con-
siderata nclla introduzione ; ed esprimiamo con (X) il piano.in cui giaee questa
CUrva.

Le coordinate omogenee %, , 4, , iy del punto in un piano (Y), supponlamole |

legate alle & dalle relazioni:
(2 Ys i a1 Yy=0:6,:0,,

dove le © esprimono delle funzionl omogenee (intere e razwnall) di un medesimo
grado v delle o,

Eliminando le  dalle equazioni (1}, (2), si otterrd 'equazione omogenes nelle y:
(3) : ay“’ =0
che rappresenterd una curva F sul piano (Y)., E perché in virtd ’de]le (2) ad ogni

punto del piano (X), non comune alls tre curve 8, corrisponde un solo ¢ deter-

minato punto del piano (Y), cosi i punti della F cmnspondela,nno uno ad ano 3
quelli della f. ’
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Supposto'om che dalle (2) sia possibile ricavare le x razionalmente espresse

per le y, ovvero che dalle (2) si possano dedurre la loro inverse:

@) PR ”331':592”03_‘3 Ay

dove le A sono funzioni delle y analoghe alle ®, allora i piani {X), (Y} saranno
punteggiati proicttivamente, e perd anche le curve £, F. B chiaro che cid si ri-
duce ad ammeitere, che eliminando le y dalle equazioni (2), (3), ne risulti, a Meno
&’ un fattore costante, I'equazione (1).

L'ordine della curva I' si desume dalla considerazione delle due serie di curve
rappresentate dalle equazioni:

O, +a, 0, +0,8, =0,
oy d, Fogdy=0,

dove le « dinotano delle costanti arbitrarie, curve che sono rispettivamente nei
piani (X), (Y), e fra le quali v ha univoea corrispendenza,

Sia p’ il genere delia curva F, e &’ il numero analogo a & (Introd.) che si
deduce dall’esistenza dei puntl multipli di cui pud essere dotata la F.

Ad una serie di gruppi di Q punti sulla curva £, corrisponde sulla F, in virta
della supposta corrispondenza fra i punti delle due curve 7, F, un’altra serie di
gruppi di Q punti, ed & chiaro che si corrisponderanno in modo univoco, non sol-
tanto I gruppi di queste due serie, ma ancora i punti di due gruppl corrispon-
denti delle medesime.

»-1 - (u—3)(2n—u)>

2p—1)—n(u—8)
separabile mediante curve aggiunte dell'ordine (n—p), essendo n>3 ed n> yc >33

Ora abbiamo veduto (§ 1V), che esisie sulla fun’uniea serie

e i punti di un gruppo di questa serie, che sono determinati dai
p—1~ —(sA 3) (2n - p).

punti arbitrari del gruppo stesso, sono in numero di p —1 — < p(u —3).

Se dunque si considera sulla curva f questa serie di gruppi, ad essa corri-
sponderd sulla. F un'altra serie di gruppi del medesimo grado d'infinitd, ogni gruppo
della quale eonterrd 2(p —1) —n(w —3) punti. Di tali serie ve ne sard poi una
- goltanto sulla curva T. ‘

Ma seeondo il § III una seric lincare di graoppi di punti si pud sempre sepa-
rare sulla curva F, mediante una serie lineare di corve aggiunte del medesimo
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grado d'infinitd di quella serie; e perché Ia serie che ora consideriamo sulla F & -
unica, cosi detto X l'ordine delle curve aggiunte che ve la separano, curve le cui
~ equazioni supporremo contengang il massimo numero di ¢ostanti, dovranno sussi-

stere le uguaglianze :

(1) GXQCED=R+p—1- (=B —)=p—p"+ S —3npE-Sp-2mp6n)

(3 n’K=2k’+2(p—I)'—'n(g—3):Z(p—p’)-{-*n.'(n'—B)——n(u—3) '
dalle quali eliminando la X si ottiene Valtra:

{2(p — ") + 0% = 3n’ —np + 3n] (2(p — p) + 02 + 3n —np} =.
=n}2p ~ p’) + 1 — 30/ 4 p% - 3p — 2np £ 6nl.
Posto ora in questuguaglianza p =3, se ne deducé la seguents :
{2p—p)+ 02 =30 {20p —p) + 02} =02 {2p - p) + 02 =30},
e quindi Taltra :
2(p —p) +n?=n",

donde risulta p = p'.

Pertanto, se si pone =3 nella (5), perché p=p’ se ne dedurrdh X =n'-3.
Dunque le curve aggiunte alla £ che separano su questa eurva i-grappi corrispon-

. . N .
denti a quelli della serie ¢~ data sulla f, sono deil'ordine #»' -3, e formano
Hp-1)

una serie lineare 1. Questa serie & unica, e perd la curva F ammette p carve
aggiunte dellordine n' — 3 fra lore linearmente indipendenti.

Le curve aggiunte dell'ordine n — 8 alla /, che separano su guesta curva i

. . Eh . .
gruppi della serie g , corrispondono una ad una alle curve aggiunte dell or-
. 2(p—1

dine ' —3 alla ¥, ehe separanc su questa curva i gruppi corrispondenti a quell
N I .
della serie gz( Y ¢ una tale corrispondenza fra le une e le alire di queste eurve
p-—

aggiunte, sard univoca, se, come abbiamo supposto, le curve f ed F sono punteg-
giate proiettivamente. .

Due carve aggiunte dell'ordine » — 3 alla curva £, oppure due curve aggiunte
dell'ordine n' — 3 alla F, che appartengono a guelle che sono linearmente indipen-
denti per I'ana o Valtra delle eurve f,F, non possono avere in comune un punto
Sulla curva f (o F), fuori dei punti multipli della f{o F).

(81 )

-1} .
sulla f{o )
1)

~Infatii se cid potesse aver luogo, tutti i gruppi della serie g:
avrebbero in comune un punto fisso, e quindi i rimanenti punti di un grappo di
questa seri€ formerebbero la serie g(; 2 , sempre. separabile sulla eurva f (o F)
per mezzo di curve aggiunte dell'ordine n# — 3{o n'—3), come si rileva dal § 1V.
Ma una curva aggiunta dell'ordine % — 3 (0o #'—3) sega ancora la curva f (0 F)
in un punto, che secondo il teovema del § V appartiene ad una serie gV, si-
iuata sulla curva f(o F), e cid contradice allipotesi, che un tal punto sia fisso
sulla (o F).

Si pud ora definire il genere di una curva aigebrica dell’ordine n, non de-
componibile, col dire, ch'esso & quel numero che esprime quante curve aggiunte
dell’ ordine n— 3 {(n > 3), fra loro linearmente indipendenti ammette la curva al-
gebrica considerata; e affermare che un tal numero resta invariabile per tulte le
trasformazioni razionell univoche, cui st voglia solfoporre la date curva (Teo-
rema di Biemann) (*).

Siano ora:

le equazioni delle curve aggiunte dell'ordine n — 3, lincarmente indipendenti, per
la curva f; e:

quelle delle curve aggiunte dell'ordine n' — 3, linearmente indipendenti, per la

curva F.
. L . .
Se supponiamo data sulla curva f la serie g 4 , i suoi gruppi possiamo con-
2(p—1)

siderarli come separati dalle curve della serie:
(6) . L R =0 {@¢ costanti arbitrarie),

e per la particclare corrispondenza che noi supponiamo abbia luogo fra i puonti
della curva [ e quelli della F, e per quanto abbiamo superiormente dimostrato ri-

. . . . -y
guardo al gruppi che sulla curva I corrispondonc a quelli della serie gz: X pos-
. 2(p—1

siamo affermare che v ha univoca corrisponienza fra le curve delle serie (6), e

~ quelle della serie:

(T by +bada+ .+ 0,9;=0 (b costanti arbitrarie).

(*) Per le curve algebriche del 2° e 8% ordine che non somo decomponibili, il
genere si riterra sempre definito dalla formola (6} (Introd).
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Detta dunque @, , ¢, + O g cp2 S+, cpp la curva della serie (6) che corri- "

sponde univecamente alla ¥, della (1), si poird scrivere:

(8) - b,=p (o0 G0+ Gy Go + co g, B

(p fattore di proporzionalitdy, ¢ (=1, 2 E I
I'p—1 punti della F che fissano la curva §,, ¢ che per guanto dbblamo pil

sopra dimostrato sono tutti diversi dai p—1 punti della F, che fissano wn’ altra .

delle curve ¢, hanno per corrispondenti altreftanti punti della {, ¢ quindi si po-
tranno determinare per mezzo della (8) i rapporti di p —1 delle costanti o alla
rimanente, ovvero la curva della serie (6), che cOl‘]‘lprﬂde alla considerata ¢,, e
vieeversa.

Possiamo pertanto coneludere che le relazioni (8) sono conseguenza delle (2).

E poi facile dimostrare, che sussistendo le relazioni (8) fra le curve aggiunte
analoghe a quelle che abbiamo indicato con o e 4 per le curve f ed T, e relative
a due curve di date equazioni, i punti di queste due curve si corrisponderanno
univocamente ; dunque si potra ricavare da una delle date equazioni I altra per
wezzo di wna trasformazione razionale univoca. Da cid si deduce ehe le formole
di trasformazione per le curve f ed F conseguono dalle relazioni (8), & ne deriva
cosl un mezzo per giudicare, se due curve di date cquazioni sono trasformabili
univocamente una nell’alira. '

Se ora nelle formole (2) di trasformazione per le curve fed F si sostituiseono
alle ® curve aggiunte alla f, scelte fra quelle che deferminano sulla f i gruppi

della serie 94 @, il numero Q esprimerd l'ordine della curva trasformata ¥; quindi

se si stabilisce che l'ordine di tali curve aggiunte non debba essere inferiore ad
# — 3, il numere Q avrd in questipotesi il pilt piccolo valore, se in luogo delle ©
sostituiremo nelle formole (3) tre curve aggiunte dell'ordine n - 3, come si rileva
subito dalle conclusioni dedotte nel § III. :

La trasformazione anivoca della curva f nella F ha luogo cosi per mezzo di
curve aggiunie dell'ordine n — 3 alla . Questa conclusione va tuitavia soggetta ad
eccezioni, ¢ noi diremo qui quando non & possibile esprimere in siffatta crulsa ungd
trasformazione razionale univoea.

Pud accadere che le curve aggiunte dell'ordine m—3, le quali passano per
un punto-arbitrario M della f, passino per uno o pid altri punti determinati di

questa curva, come per esempio se si trattasse di una curva del 4° ordine dotata-

di un punto doppio. In tale ipotesi, posto che nelle formole (2) 1o ® sian sosti-.
tuite da curve aggiunte dell'ordine n—3; al punto M corrisponderd bensl un unico
& determinato punfo 9, ma a questo punto non corrisponderd, inversamente , un
solo e determinato punto @. Quindl nen si potranno esprimere, mediante le an-
sidette formole, Ie 2 razionalmente per le y; e perd nelle espressioni delle @ per
mezzo delle y entreranno dei radicali, o piti in generale dei simboli d’irrazionaliti.

Ora si ricordi, che le curve aggiunte delordine n — 3, che sono state sosti-
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ﬁtuite alle ® nella formole (2), si sono scelte fra quelle che determinano sulla [

-1) . . . oy
i Uruppi deHa serle J , curve -che segano Ia fin 2(p-1) punti mobm, ¢ S010
2(p—1)

determinate da p—i punti arbitrari della f. Se dungue una di tali curve aggiunte
che passa per un punto M della £, dovesse anche passare per altri ¢ punti di qubst.a
curva , eompletamente determinati da 3, & chiare, pel modo stesso di defermi-
nazione di una siffatta curva aggiunta, ch’ella segherd la f in un gruppo di ({+1)(p~1)
punti, foori dei puntl multipli della f. Ma deve aversi (i+1)(p—1;=2(p—1}, dungune
sard 1=1; e si pud percid concludere, che nellipotesi ora fatta la corrispondenza
che g'istituisee mercé le formole (2}, ove si & effettuata Findicata sostituzione ri-
guardo alle ®, pud sempre considerarsi__come una eorrispondenza di doppio signi-
ficato, espresso ciod dal numsro 2. Le curve per le guali questa specie di corrispon-
denza lia luego, quand'ella si esprime nel modo qui dichiaraty, sono quelle che i
geometri hanno distinto col nome di ewrve iperellilliche.

Il carattere particolare di tali curve, & dunque quello di avere i punti asso-
ciati due a due in guisa, che dato un punte di una coppia, U altro rimanc per
mezzo di questo pienamente determinato. Una curva, 1perelhttlca ammetierd dungue
sempre una serie 92“ '

p-2)
" Ora una tale serie, secondo il § V, di origine ad un’altra serie g 2’ che

& separabile sulla curva 1perelllttlc& congiderata da curve aggiunte dell’ordlne n—3 3
ciog le curve di quest’ordine, che passano pel gruppi della serie g,'!', determinano
sulla predetta curva i gruppi della serie g .

Se una ecurva ipevellittica & trasfmmablle univocamente in altra curva, non si
potra, nelle relative formole di trasformazione (2), a clascuna delle © sostituirer
una curva aggiunta dell’ordine n—3, diversa dall’ una all’ alfra delle @. E se una
tale trasformazione deve aver leogo per mezzo di curve aggiunte siffatie curve
dovranno essere d’un ordine uguale almeno ad n - 2.

Le curve aggiunte dell'ordine n—2 alla f, supposta ora iperellittica, soddisfano
a k condizioni lineari, e sono in generale determinate da %(n-{—i)(n~2}—h:p+n-:—2
di tali condizioni.

Esse segano la fin n(n—2)—2k=2p+n—2 punti, fuori dei punti multipli di
questa curva. Ma & noto, che le curve che effettuano una trasformazione razionale
univoea nel pianc, debbone far parte di un sistema lineare =¢® fale, che doe curve
prese ad arbitrio nel sistema si seghino in un solo punto, non comune a tutto il
gistema. Dunque le curve aggiunte dell'ordine n—2, colle quali si voole effeltuare
la trasformazione della curva iperellittica f, dovranno passare per p+n-—4 punii
flssi, dati ad arbitrio su questa eurva, fuori de’ suci punti multipli.

" La curva trasformata della f, se la trasformazione ha luogo nel modo qui sup-

posto, sard percid dell'ordine p -+ 2. _ .
YOL. XXM, 42
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Ora si rifletta, clie la curva £ ammette un'unica serie ¢,(", alla quale dovrd
corrispondere sulla trasformata F della £ una serie unica ¢,'", i cui gruppi, come -
risulta. dalle- conseguenze dedotte in guesto stesso §, dovranno potersi separare
sulla curva F per mezzo di curve aggiunte dell'ordine p—1. E perché la F dev’es-

1 . .
sere del genere p, essa dovrd avere QP(P - 1) punii doppi.
Ma le curve a’ggiuntp alla F, che sono dell’ordine p —2, e passano una sola

volta per ciascuno degli - p(p —1y—1 di questi punti sono completamente deter-

minate; dunque la curva F ammette serie di curve aggiunte dell'ordine p'— 1, le

curve delle quali si possono considerare come costituite di una curva fissa dell’or~

dine p-2, che passa una sola volta per ciascuno degli -'p(p 13—1 punti, sceltia

piacere fra i punti doppi della F, e di una retta ehe passa per il punto doppio

rimanente. Ed essendo unica la serie ¢,'Y, che deve separarsi sulla F' con curve
Aggiunte dellordine p — 1, se ne concluderd che tutti i punti doppi della ¥ sono
riunitt in un solo punto di questa curva, e perd che essa ammette un punto pusle,

Dalle cose esposte in questo § possiamo finalmente conchiudere, che si pud
sempre applicare ad una curva algebrica del genere p (che non sia iperellittica)
una trasformazione razionale univoea, nelle cui formole le O vi rappresentino curve
aggiunte dell’ ordine n—3 (n ordine della curva considerata, ciaseuna delle: quali
passi per p —3 punti fissi, arbitrariamente scelli sulla curva data. E una tale tra-

sformazione dari una curva dell'ordine p+1, dotata di (p — 3)p punti doppi.

VIL.
Sui punti singolari.

In tutto ¢id che abbiamo dimostrato nei precedenti §§, fn sempre ammesso,
che il numero &, relativo alla curva [ c¢h’ivi considerammo avesse un valore indi-
pendente dall’ipotesi, che due (o pit) delle tangenti in uno (o pity dei punti mul-
tipli di questa curva, coincidane in una retta. ‘

Si comprende ora chiaramente, che questo numero &, del quale abblamo dato
nell'introduzione la definizione precisa, debba godere della qui accennata proprieta,
se si vuole che tutti i risultamenti vicavati nei summenzionati §§, non soffrano al-
cun cambiamento in causa dell'essere due (o pit) delle tangénti in un punto mul-
tiplo della carva f, rionite in una retta.

I per quanto ci sembri che una siffatia m(hp?ndcnza del numero &, possa de-
rivare dalle cose esposte nella introd., tuttavia erediamo opportuno dimostrarla

quai in modo, da non lasciare aleun dubbio sulla veritdh della medesima.
A tal’'uopo si supponga la curva f riferita ad un sisiema di due assi ortogo-
nali delle @ e delle y e la si trasformi in altra eurva I tale, che i punti delle due
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curve F, ¥ si cormspondano in moedo univoco, e 1‘;spett0 al]a. quale dinotéremo
con &, v le coordinate d'uno de’ suoi punti.
Si pongano percid le uguaglianze :

0, (x, ) 8@,y

&= O, @,y ECNEITE

dove ©, , 9, , ®; esprimono tre polinomi razionali interi neHe variabili @, %, di
ciascuno de’ gquali supporremo che sia v il grado. '

" Si ammeita che le curve O passmo per un punto P dells £, che sia su questa
curva un punto juple,

Se o, B sono le coordinate del punte P, le tangenti agli § rami della { nel
punto (&, §), saranno determinate da questo punto, e dal punte infinitamente vi-
cino ad esso sul ramo considerato. I punti della ¥ che corrispondone al punto P,
saranno determinati dalle equazioni :

?‘

_ 0,
ST,

dove @, , @, , ®; sono 1 polinomi che si deducono dai &, , 0, , 05, col porre in
questi a+dx , B+dy rispettivamente in luogo di'@, y. Ora dividende ognuno dei
polinomi @ per da’, dalle ultime cquazioni si otterranno le altre :

nelle quali 18 ' rappresentano dei polinomi razionali interi e del grado v rispetto
oy ' -
alla quantit (% Ma la quantitd
termineranno j punti sulla curva F, che corrispondono al punto P della . Tali
punfi saranno totti distinti o tutti o parte coinciden$i, secondoehd saranuo tutte
distinte o tutte o parte coincidenti le tangenti ai rami della f, che passano per P.
Questi punti della curva I" saranno poi in egni caso j dei punti & intersezione di
¢ssa curva con quella che si deduce dalle ultime delle superiori equazioni, elimi-
nandovi la quantitd % Di qui appare evidente la conseguenza, che se si ha ri-
guardo al solo punto multiplo P della curva f, il numero %', che & per 1a T quello
che % & per Ia 7, non potrd subire mutamento aleuno, quando si supporrd che
due (0 pit) dells tangenti in P alla f, coineidano. ‘
Pensando ora al modo di corrispondenza che abbiamo ammesso sussistere fra
i p‘unti delle curve /. F, ed indicando con n , n' i rispetfivi ordini delle medesi-
me, si avrd la relazione :

d , . : ..
di}, ammette j valor, denque queste equazioni de-

o) %(ﬂ, - Dn-2)-k= %(-n’ -Dw -2~k
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dalla quale, considerando il solo punto multiplo P della curva 7, si- deduce che
anche il numero & deve avere un valorg indipendente dall’ essere tutte distinte o
no le tangenfi della f nel punte sfesso.

Abbia ora la f in altro {P,) de’ suol puntl, un panto jwle ; e si trasformi uni-
vocamente la T in una curva F, dell'ordine- ", per mezzo di curve @ che passine
tutte per il punto P,. Per le curve F, I‘ st pud ripetere quello che sopra abbia-
mo detto per le £, F; e quindi, se 2 & per Ia curva T, il numero analogo ai nu-
meri &, k' per le £, F, esso eonserverd un valore indipendente dall’ essere tutte
disfinte o no le tangenti in P, alla carva f. E poich¢ deve verificarsi la relazione:

% n—-Hn-2-F= %(n” —1y(n"—2) - &

cosi si deduce che anche il numero %' deve godere della medesima proprietd di
E"; e in virtl della relazione (1) godrd della stessa proprietd anche il numero k.
Con ripetute trasformaszioni ami]oghe a quelle gid operate, si finird per con-
cludere, che se le tangenti nei punti multipli della curva f non soddisfano ad al-
cuna pavticolare condizione, il coincidere di due o pil di 880 in uno dei punti
stessi, non altera punto il valore del numero k.
Siano P, P, due punii multipli della curva f, e sia il primo ,)“P'C' ¢ il secondo
420, Se P, P, sono infinitamente vicini, le eurve aggiunte alla § avranno tutie
in comune lelcmento infinitesimo PP, , ciod si toccheranno in P,

Ora il coincidere dei punti P, P, della curva [, vuol dire che gquesta curva
tocea sb stessa nel punto, ove sono riuniti i punti P, P, . ciod due rami della f
che passano per un tal punto di riunione, hanno in comune la tangente nel punto
stesso.

Ogni curva aggiunta alla f sard dunque tangente in questo punto ai due rami
della f eh'ivi si toccano, e quindi avrd nel punto di rinnione dei punti multipli
P,P, delia fj+j,—2 puntl in comune eon questa curva, dei quali j—1 cadranno
in P, ed j,—1 in Py, cid che & conforme alla definizione data di una curva ag-
giunta nella introduszione.

- Il coinecidere dunque di due punti multlph della #, non pud far variare il nu- C
mero k. i

Riassumendo p{)xsmmo dunque coneludere che Ie ipotesi fdt‘.te in questo § sui
punti muitipli della curva £ e le tangenti in essi, non hanno per effetéo di far va-
riare il numero &, e percid totti i risultamenti ricavati nei piecedentl §§, conser-
veranno fa loro validitd, malgrado queste ipotesi.
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