DI BATTAGLINI

.PEIR IL PROGRESSO DEGLI STUDI
NELLE UNIVERSITA ITALIANE
\FONDﬁL 1863
PROSEGUITO DAL PROFESSORE

ALFREDO CAPELLI
AETTE

1903.

P s s

NAPOLI
LIBRERIA SCIENTIFICA ED INDUSTRIALE
- di BENEDETTO PELT,ERANO |
Vie Gennaro Serra, 20

1903,




Y 536)( -

NOTE ON ABELIAN GROUPE

G. A. MILLER

(Stanford University Californ)

The theorem published by Vincenzo D' Escamard, « Giornale di’
Matematiche di Battaglini», vol. 41, (1903} p. 203 is found in the Buolletin
of the American Mathematical Society, vol. 9, (1903) p. 295. It is also found in-
the « Annals of Mathematies », vol. 4, (1903) p. 189. In the Iatter place a complete -

and very simple proof is given.
Both of these publications, especially the former, are somewhat earlier than

that of D’Escamard. It is very singular that such an elementary theorem .

shoud not have bheen given in a clear and explicit form before. What seems
still more remarkable is the fact that a mumbei of different men shoud have

discovered it independently ai almost the same time, for II. L. Riety commu-

nicated the same theorem to me before he had seen it in a journal.

Con piacere diamo pubblicitd alla comunicazione, qui sopra riportata, del -

signor Miller. Al tempo stesso siamo lieti di poter ‘dichiarare che il teorema

del Dott. ¥ Escamard & sltato estratto dalia tesi di laurea che il medesimo
ha presentato alla facolth di Matematiche della Universith di Napoli nel mese di .
Gingrio 1902, cioé allo incirea un anno prima della swa pubblicazione in questo .f

giornale.

Nota della Direzione

(337 )(

SULLE SUPERFICIE DI RIEMANN
CON DATI PUNTI DI DIRAMAZIONE
MEMGRIA
DI

AL HURWITZ
(in Zurigo)

VERSIONE ITALIAKA DI ALBERTO BRAMBILLA

con note dell’ Autore.

Dai Math. Annalen, vol. 39.

(Contin. ¢ fine, v. vol. XXXT, pag. 229-270)

PARTE TERZA

QUESTIONI DI REALITA,

§ 1.

Superficie Riemanniane coniugate.

Imaginiamo nel piano E dei numeri complessi w punti qualungue e, , t, o, G
da un punto gqualunque O tiriamo a questi (come nel § 1, parte I} le linee

1y 31y .., by e consideriamo una qualunque delle superficie Riemannianc

L N
W o ,
By, 8,00 B
che sono diramate in a, , @y ,..., dw Costruiendo la figura simmetrica di gue-
sta superficic rigpetto all’ asse reale del piano E, ne nasce ana nuova superfi-
cie ¥, che diremo superficie coniugate di F,

Se per guesta simmetria i punti @, , 0y ,.. ., aw ele lineedy , L, .. 0y by 81
VoL, XLI. - 43
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trasformano rispettivamente in Wy oy Cyyennyty eddy,ly,. .. ; lw , SATA, come ¢

sl convinee senza difticolta (efr, fig, 7},

_ lw ,l_;;,, :'-':72 £y

(2) F=

- - e
Sw|,k-w_i‘}...,s.3§b!l

Le superficie ' ed F sono riferite una all’ altra in modo univoeo e confor-

me; perd la conformitd & & tale, per eul ha luogo un. rovesciamento dell angolo. .
A schiarimento si osservi quanto segue. Se i punti del piano E rappresentano i~

valori deila variabile complessa @, e la superficie F & definita dall’equazione al-

gebrica fly, ) = 0 la equazione f.(y @) =0 definira Ia super'ﬁc"ie ¥, quando

F(y , o) sia dedotta da fly , @) sostituendo ciaseun coefficiente della ultima fan- |

zione eol proprio valore imaginavio ceningato. _

Se la superficie F coincide colla prepria coniugata F, essa & « simmetrica»
nei senso del signor Kiein {*). (I’ equazione f{y, a: =0 puo allera ssser séella
in modo che’ essa possieda eoefficienti reali),

Questo easo pud avvenire soltanto, se i valori Ay 3 Gy y o v« 5 Gw SON0 In
Parte reali; in parte imagiari a coppie coningati. .

Noi _supporremo che ivalori a, , a, , . . ., awsoddisfaceiano a questa con-
dizione, e, previsamente, che la successione di questi valori sia scelta in guisa
che riescano (.'OHIngREI

@y ed aw = ay,
ty ed aw, =a,
a, od a,

p-1 =y,

(") ¥ Ueber Riemann’s Theorie der algebr'u.schen Fanctionen und ihrer Iate-
gralo ,, ) Pag. 72,
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mentre
ap.+1:b| Oy -a;.u—t:bz et a’p.+p:bp
gono reali. T punti di diramazione sono guindi
@y a,,---;“pablr_--'-_:bpa%,;---:ffq-

Supponiamo inoltre

by>by> .. >bp-,

scegliamo il punto O sull’‘asse reale, e propriamente in guisa che sia.0> b, e

=1 . i

tiriamo finalmente le linee 1, ,%,..., lw per modo che I, 5 ,....,1,, pel
simmetria rispetto all’ asse reale si trasformino in (cfr, fig. 8)

= lp.

= l{ H Vtw-i - 22 LI ?lw-p.'*“l

Fissando una volta per sempre questo sistema di linec, nei possiamo indi-
¢are la superficie {1) brevemente con

P=(8,,8,..., 3,
oppure, alterando un poco la notazione delle sostituzioni, con
(4) F:(S“...,SF,T“...,TP,EM,...,E{).

Se¢ ora riferiamo al medesimo sistema di linee la superficic coniugata K,

troviamo

(8) ‘ ﬁ=(§’1_}"-;s T*,...,T P""’E')
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dove, per brevitd, si sono posti

o

=7 - J —% -1 . % - -
(6) “1 1r"‘zsy,—2y,| i TIs:Uk 1Tk 1Uk:(k:172:'-':9):

L5
|

Il

— ¥ ooy )
_81 7"':"“}1.‘Spt ‘., U'QZTh.TRH...Tp,-(kzlﬂ,...}p).

. Cid si conferma sulla scorta della fig. 8. La condizione perche le. superﬁ-
cie (4) e (3) siano ana sola, consiste ora mella trasformabilits di uno nell” altro

dei due corrispondenti sistemi di sostituzioni. In riguardo alle ¢ (6) si ha quindi
o

dietro faeilo caleolo, il teorema:

L
; L superficie Riemanniana & coniugata a sé medesima guaﬂdo, e soltanto
allora che, esistq una sostituzione U soddisfacente alle equazioni

SiUis‘xinSiZU r (i:l,?,...,p.),

UkUUIE,:U 1 (k:1:27"'5?)1

(7)

dove, per brevita, si & posto

8 T - = !
8 P Up , ’I“,_.,TP ..Up_,'_I‘E,_‘_,'J',‘g_(l‘p = Up_z peeey TV, L 'I‘p =U,.
001151der1am0 un qualunque punto P sull'asse reale e diciamo P, P, P
r cey
gli » panti della superficle Riemanniana (h) situati sm P, cosicohd pez‘ Ia trasfor-

mazione simmetrica della superficie questi punti subiscono una permutazione
corrispondendo ai punti }

i

Py,P,...,P

N

i medesimi punti, ma eventualmente in ordine diverso:

PmI y Pa, ce P%.
La sostituzione
- ' oyo2 . T
© V= ’ )
: o,y y Py, L ] au ‘

possedera il periodo due, perchd una ripetizione delia trasformazione simmeotrica
conduce aila identita.

Se designiamo con
{10) O, M, &, ..,
i segmentt

D0 OBy 5 Byby 5« o o, Bo b,

(841 )

"nei quali viene diviso l'asse reale dai punti 0,5, , by, ec0, b, ,D troviamo
. P LA WAt B P Yp-1 Yp

per la sostituzione V rispeitivamente
@ty . V=U,V=U,U,V=UU,...,V=0,T,

secondo che il punto P sia stato preso sul segmento (0), cppure sul segmento (1)

o sopra (2), ..., ovvero sovra (g). Le equazioni

{2 0?=1,{0U*=1, (U, Ur=1,..., (UPU)ezl
sono, come facilmente si riconosece, in accordo colle equazioni (7).

Le sostituzioni (11) servono anzitutto per determinare in gual modo si con-
nettano i singoli segmenti dell’ asse reale alle -linee di passaggio (') della su-
perficie F.

Osserviamo ancora che le cquazioni (7) si potrebbero rimpiazzare colle equa-
zioni (12) e colle equazioni

{13) 5,0%=0 , {=1,2,...,

=
—

§ 2.

Superficie con punti semplict di diramazione a due a due
imaginarii conjugati.

Se consideriamo le superficie Riemanniane ad % fogli col dati punti di di-
ramazione '

dy 3 Qg 3 + 00 , Qw

esse, in parte saranno coniugate a sé medesime, ed in parte saranno a coppie
coniugate I’ una all’ altra, qualora supponiamo ehe a;, @, , + . ., dw siano in parte
reali ed in parte imaginari a coppie coniugati. {Se facessimo dipendere la deter-
minazione di guelle superficie da una equazione algebrica, per opporiuna scelta
delle incognite, corrisponderebbero alle superficie autoconingate le radici reali

dell’ equazione).
Le considerazioni del paragrafi precedenti ci pongono in grado di potm di-

stinguere lo superficie comuoate a s& stesse dalle rimanenti e di distinguerie in .

cvruppl in corrispondenza alle diverse specie di linee di passaggio.
Io non posso qui dare lo svelgimento generale delle ricerche a cid neces-
garie; pinttosto mi devo appagare di diseutere i punti essenziall in un ecaso

semplice.
Sia questo il easo, in eui i w =2p valorl-di diramazione siano imaginari a

(M) Vedi Klein, L e

It
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coppie coniugati, come fosse

G = Qg 5 Qu_t T @y ;o 0y Upig = @y

ed in cui, inoltre, considereremo soltanto quelle superficie che nei punti a; ,a, .,
sono diramate semplicemente. '
Queste superficie sone, per la fissazione delle linee

I T

A A A

[

coordinate una ad una ai sistemi di w = 2. trasposizioni
(1) tl’_tzl"')tp.qu.!"°Jﬂ‘-27.[1

le quali soddisfano alle condizioni pitt volte menzionate (cfr. Parte prima, § 1). -
Ad un sistema corrisponde una superficie autoconingata, se le equazioni

(2) =U4U, H=URU,...,1,=UtU, Ut=1

possono cssere soddisfatte da una sostituzione U. Una superficie antoconingata
potrd guindl essere gia caratterizzata mediante il sistema delle w + 1 sostituzioni

(3) ' sty oo, f, U,
e, eorrispondentemente potra indicarsi con
4) F*——(ti,té,..-,tp.,U).

“Ora, le condizioni, cui deve soddisfare il sistema (1), si traducono pel si-
stema (3) ncl seguente modo. In primo luogo, in corrispondenza alla condizione

ity oo Lty L0 Ty =1,
deve essere |
(5) ' TU=UT ,
quando st ponga, per brevita
(6) . T=¢14 ... By
Inoltre, poiche mediante

Bty e e by, UKU, ..., ULT
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deve esser possibile un passaggio da ogni elemento ad ogni aliro, le sostitu-
zioni: (8) mettono tutti gli elementi I'un ¥’ altro in relazione, ossia, il chd & lo
stesso, le sostituzioni (3) deveno generare un gruppo transitivo. Allora si osservi
come non pessa ad. un tempo

U, ={a, b} (o, by . . -(aﬁ b,,,)
B 2 -2
¢on una parte ¢ ,..., #, delle trasposizioni essere capace di porre in relazione

fra loro soltanto gli elementi @, ,dy,..., @,, € con un’altra parte, di mettere
- 2

in relazione soltanto gli clementi b,,0,,...,b,. Perehé altrimenti
B

tyyiees by, UBU , oo L, ULU

collegherebbero soltanto gli elementi @ tra loro e .soltante gli elementi & tra loro.
8i riconosce ora senza difficoltd , che queste condizioni necessarie per il siste-

ma {3), sone anche sufficienti. In altri termiai:
Le superficie F coningate a s& stesse sono coordinate una ad una ai si-
stemi (3) che pongono in relazione tutti gli-elementi (ossia che generano un

gruppo. transitivo) e che soddisfano alle equazioni
@) | . vr=1, TU=TT,
dove si & posto
T=tyty ...t
In ¢id sono da esglu_dere (nel caso di » pari) quei sistemi, per i quali

U= (e, by . .-(aib,j) I AP T
2 2

colleghino tra loro soltanto gii elementl b ('). Del resto sono naturalmente da

considerarsi come non diversi tra loro 1 sistemi (8} trasformabili tra loro. 4
I espressione generale di una sostituzione 17, che soddisfa all’ equaziono

U= 1, & evidentemente questa: :

(8) _ U={a, ) (asby) - . . {a,.0,) (c;)(ea) . .« (&),

AOVE @y, Gy yvorvy Bgy OyyByyones by, y...) ¢ indicano gli » elementi in

(") E questo ciod 'unico caso, in cui il gruppo generato mediante #,,4,, .., £, _,,U
& transitivo, mentre il grappo generato da #;,...,¢, , ULU, ... Ut & intran-

gitivo.
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un ordine qualunque di successione. Qui sono » ed. ¢ due interi qualtngue non
negativi che soddisfano all’ equazione ' PR

8§+ 21 =n.

Per il caso di =0, U si riduce alla identita. _ o

Significhino ora a; e £, i due elementi a; & b; in un qualungue ordine di
successione , cosicehe sia quindi o; = a; e §; =5b;, oppure &; = b;
Allora ' ' o

ty, by a by ...a. D, €1 3 0 y.uvy G
) T = . ( | - )
(0!5l B?;l %, @i2 cea O 511) €k 1 Clya v oy Ok,
rappresentera la pitt generale sostitnzione permutabile con T, essendo iy,
ek ky e, kg, vispettivamente gli indiei 1,2,...,¢r ed 1,%,..
ordine qualunque di successione _ ' N .
Quelle superficie antoconiugate , pcr,le_"quali sono T e T ie medesime :so
stituzioni, noi le aseriveremo ad una classe [U , T). Ogni superficie appaftenenté :

alla elagse [U, T] possiede tante linee di passaggio, quanti cicli ha la. sosti
tuzione ' ' '

(C-]' Cq ,...,Cs)
Ch, Ok, 2 v O,

R i
6 pPy=a

T-g,...'lﬂ_
+y 8 inun’

2
Poiche i punti dell’ asse reale, che giacciono nei fogli ¢, ¢z, vu:, Cey Ti-.
mangono fissl per In trasformazione simmetrica e per un valico ‘dal punto 0, da
cui escono lelinee 4y, by, o lw, bw. .o, by, ¢, 1 fogli della superficie subi-
seono precisamente la sostituzione #,f, ... ¢, = T. '

Tl pumero delle superficie apparteneati alla classe |U, T}, noi lo troviamo
determinando il numero delle soluzioni di ' -

(10) e fydy oo t, =T
dovendosi tattavia soltanto tener conto di quellé soluzioni, che rispondono aile
condizioni date pii sopra. La determinazione di questo namero si pud cffettuare’
mediante considerazioni simili a quelle clie abbiamo impiegate nella Prima Parte.
Per altro io ho studiato pit da vieino il solo caso di B

w=2p.=2n._2}

nel quale si tratta pereid delle suverficie di genere zero , e voglio qui eomuni- |
care 1 risultati ottenuti,

345
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Superficie di genere zero

Considerando gli assi reali degli n fogli di u
na superficie Riemanniana, ess? eom@or?anno‘uﬂa‘i
pit Iinee chiuse. Queste linee,lo le chla@ero li=
nee di realitdv. Le medesime gl possono 1ncontrai
re, o scambievolmente od ognuna eon se steSSg,sol:
$anto nei punti 4i diramazione.Se nessuno de} pun=s
+1i di diramazione & reale,le singole }1nee @1 rea=
1ith si compongono degli assi 4i certl‘fogll, cia=
scun asse preso in tutta la sua egten819ne. I ngi
mero di questi assi pud allora chlsmarsl }a.mglﬁl—
plicitd della linea di realita.la moltepllglta.ln:
dica menifestamente gquante volte si trova il singo
1o valor reale sopra la linea 4i realita. _ .

Sopra una superficie autoconiuggta,le'l}nee gi
passaggio apparitengono alle linee di realita.Quel=

‘le linee di realithd le guali non sonc di pasgaggio,

o sarapnno autosimmetriche o saranno gsimmetriche

‘due a due reciproeamente.

Se consideriamo adesso una superfic?e éut?co=

niugata di genere zerc, i cuil wW=2 ) valo?l ﬁl‘ﬁlraf
mazione siano imaginari a due a due con}uga?lz si
oresentano i soli casi seguenti di possibilita:
i 1) Esiste una linea di passaggio,}a‘q?ale,cg
me linea di realitd possiede la mul?ipllc}ta S.-Sl
hanno inoltre QFW’ Ritgy 2Pzraces }1nee di realitd
simmetricamente accoppiate rispettivamente delle
multiplicitd 1, 2, 3,.-.

La superficie la chiamereimo,
del “carattere!

in questo ©aso,

(oo Fopthysee o)

i i gua=
I "caratteri” p, s p,seees ?ogsono avere Yaé?r qa1=
lunque, interi, non negativi ¢ che soddisfino
ltequazione *

s-b2(ﬂ44-2yz+ 3F3+“')ﬁ .




346

2) Won esiste alcuna linea di passaggio; ma
si ha al contraric una linea di realitd autosimmes
‘triea di multiplicita 29, ed inoltre 2p. 2p,,2 py
v.. linee di realitd simmetricamente accoppiate di
multiplicitd 1, 2, 3,...

In questo caso la superficie si dird di carat=
Fere

(g5 s oo pog 9oee )

I vcaratteri® f, Peas fros fyaene posSsono avere va=
lori qualungue, interi, non negativi e che goddi=
sfino l'equazione

sp + 2 UL4 +2p, + 3p, Yeee) = T

Per il numero p & esclusc il valor zero.l sum=
menzionati risultati relativi a computi di numeri,
io riassumo nel seguente teorema:

Tra le superficie Riemamniane ad n fogli di ge
nere zero con date coppie coniugate di wvalori di
diramazione, ne esistono ‘

-2 §_f_ ek

k
‘gt F:(klkg ft ’(k=1!2’3$"°)9

(n=1)t{r+s)”

di autoconiugate di carattere (F4 » for V3’°")'
Per brevitd qui si & posto

Pt Pt pytes= Ay,
Joa¥ Zpa T Spg Feee= T

e sussiste inoltre l'equazione
S + 2r = n.

Nel caso 4i n pari, si hanno poi, tra quelle
superfieie,

(20)° k-
o | 2k
(n—1)1(r+e)k’2.zzﬁgrr— II; (k,kJ )l’L ,(k~1 2,35000)
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superficie autoconiugate di carattere {(p; g, Py,
Jyre++), dove, per brevithk, si sono posti

}11.-3- }A“l..-}- Wy + aae = A .

n
e-i-ﬂ}/\,/t + 21“'?_+ .3},1,34- cee =X =% .

PARTE QUARTA

DETERMINAZIONE AWALITICA DELLE
SUPERFICIE A TRE ED A QUATTRO FOGLI.

Fei ecasi di n=3 ed n=4 si riesce,come ha mostra
to il signor T h o m a e(1), coll'ainto delle fun
zioni 17, a costruire una tale funzione algebrica
ad n valori, i cui w valori di diramazione siano da
ti. Ora il numero delle superficie Riemsnnisne ad
n fogli (efr. Parte Prima, par.5) nei casi n=3 'ed
n=4 rispettivamente ammonbta ad
w2
2 ?

-2
N = —3’-2“1 ed W= (2¥7%-1) 3

ed altrettante funzioni algebriche diverse devono
effettivamente esistere in ¢uesti casi (secondo 1
teoremi di esistenza di Riemann)(2).

Wi sembras oras interessante il cercare se, te=
nendo il cammino del signor T h o ma e, si otten
ga esattamente il numero N di funzioni.

Che appunte sis cosl, voglio mostrarlo in eid
che segue. Io esporrd qui al tempo stesso il proce
dimento del signor T h o m a e in modo pik conve
niente allo scopo attuale.

(1) Math, Annalen, vol.6, pag.612 e vol.18,pag.

. S Ty

(2) Questi teoremi, che in seguito non presup=
porrd,sono stati dimostrati,come & noto,dai signo=
ri Neumann e S ¢hwarsz.
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pra la superficie F, e lasciamoceli costantemente, .
mentre Taceciam muovere il posto sulla F'.

Se giriamo intorno ad un punto arbitrariamente
scelto sulla superficie P!, 1 valori ¥4s Fase+-1¥n
si trasformano ognuno in se stesso. Cid & evidente
senz'altro se il punto non & di:-diramazione. Ma,se
il punto fosse 4i diramazione, un girc imtorno ad
esso sopra la superficie F! richiederebbe un dop=
pio giro nel pieno della X, epperd, anche in que=
sto caso, ognuno del valoeri Y., Yiyse++s¥n si ripro
durrebbe. Cid potrh esprimersi dicendo:

Una funzione algebrica y diramata come la su=

perficie ¥ &, sopra la superficie iperellettica ¥',
bensl plurivalente (eiod n valente), ma non dirama
ta.
' Se tagliamo la superficie F' in una semplice =
mente connessa, e proseguiamo su gquesta uno degli
n valori d4i y con continuitd, a partire da un gua=
lungue posto, otteniamo un ramo wnivoco della fun=
zione y.

G¢li n rami della funzione y, coll'attraversare
un taglio, subiscono allora una determinata permu=
tazione. Si ottiene una superficie sulla quale y &
ad un sol valore, sovrapponendo n esemplari della
superficie tagliata F' e connettendoli lunge cia=
scun orlo corrispondentemente alla permutazione ad
esgo relativa. '

Dovranno adesso determinarsi queste permubazio
ni nella ipotesi di un determinato ritaglio della
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superficie ' (1). La linea chiusa L si condurrad
come prima per i punti a,, &,,...,8y in 'mddoc che
le linee 1,, 1,,...,1,; scorrano interamente 1in u=
na parte G del pisnoc, che sia limitatas da L., I due
fogli della superficie F' si vengano a connettere
lungo i tratti a,8,, B3845..0y8y., &y della linea

_IJ- ’

- Assumiamo ora nella parte G' del piano un pun=
to A, e facciamo incominciare e finire i tagli in
esso. Corrispondentemente ad ogni linea 4i passag=
gio :

. %4

7
Goi-q Bl (i =1, 2:-~,}¢ =5~ 1)

conduciamo due tagli Aj, By. il taglio A4  scorre
interamente sul foglio superiore e circonda 1 pun=
1l &,;_, &, - 11 taglio Bj incomineia sul foglio su
periore, passa, attraverso il punio a, _, » nel fo=
glio sottostante, scorre in questo fino alla linea
d4i passagglo ay., ay, passa allora nuovamente nel
foglio superiore, nel guale stesso, attraversando
le linee 1y, 1,y 15,...5 1y raggiunge di nuovo il
punto A.
Colla introduzione di questi tagli

W
A‘i, Bﬂ,’ A‘Z’ :829000, A’}‘-’ BJ""(}A‘ = -§ — ‘t)’

la superficie F' & trasformata in uhd semplicemen=
te connessa. ' ' '

I1 taglio Biy conduce dal lato positive al nega
tivo di As, il taglie A5 ci porta dal lato negati=
vo al positive di Bj. Se in verso positivo si cir=
conda il punto A sul foglio superiore, si incontra
no i tagli nel seguente ordine 4di successione:

o, o, e A, e - S

A, B, A, B, A, B, 4, B, "'AF 28},L A” ko3
gqui glilindici + e = indicanc che il passaggio av=
viene rispettivamente dal lato negativo sl positi=

(1) Cfr. per c¢id che segue la fig. 9.
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vo e dal lato positivo al negativo.

Consideriamo adesso sopra la superficie taglia
ta P gli n remi y,, Y,9--:¥p Gella funzione y,di
cul ognuno singolarmente & univocamente disteso sul
la superficie ritagliata. S¢ indicano ¥4y Yase++Vn
i valori assunti dagli n rami in un punto P del la
to negativo di una delle linee Ay, By, & se inol =
tre sono ¥ s Y see+s ¥'n 1 valori presi nel mede
simo P sul lato positivoe della relativa linea,i va
lori y'ys Y'gseesy ¥'p differiranno dai valori y,,
Foseee3Vn soltanto per llordine. di succesgsione.

Col passaggic di guella linea dal lato negati=
vo al lato positivo i rami subisconc la sostituzig
ne

yl1 ylz e e yln

Ty Ty eo0 Ty

ciod si perviene dal ramo y'y al ramo yi (k=1, 2,..
v..,n). Poich® la linea Aj conduce dal lato negatl
vo al positivo della linea Bj, cosl otteniamo Ja sQ
stituzione 8 corrispondente a Bj, determinando qua
le permutazione subiscono y,, ¥,;se++s ¥n DPOT il ‘
percorso della linea Aj. : i
Similmente determiniamo la sostituzione corri=
spondente ad A4, stabilendo come si permutanoe ¥y,
S Fogeses Jn per il percorso della lines Bi.
f S S In questo modo noi troviamo le seguenti sosti=
G tuzioni corrispondenti alle linee A,, Byseeey Ap s

Formiamo colle trasposizioni .,y Toye..ty 1le
seguenti sostituzioni:

S1 = 't‘l tzt3""tv\f—4 - -tvf

82 = .l:z-t3""‘t?-,7—4 = t,] -tW
S3 = t?: ""tTf-}'—'] = .bzt,]'.tvli
'. SW_1 = tW-‘i = ‘tyv_ 2- L B ] t 2-{;1 t\ﬁl’o
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Fer il vpassaggio dal lato negativo al positivo,
gli n remi ¥, ¥yse.03 ¥n Subiscon guindi

-

- . . -4
lungo As, la sostituzione S ,,_, .5 i,

.3

‘SQ,L =Ui5
4

lungo By, la sostituzione S o,

2i~1 Vg

- Si dimosira facilmente la relazione

UV, v v, .Lu v v

-1 - -1
U, V. U, pVpUp T = 1y

4

la guale non esprime altro, se non che per un aco=
cerchiamento del punto A ogni ramo si trasforma in
s& medesimo.

Ie sostituzioni U; e V4 possono prendersi nels
la forma

S
S

]
]_I.
I

-..-1 .
2t -1 (twt1tz"‘tth

-1

y 8

26-14 2L-1 ¢

=
1...1-
1l

2144 (tzi-li 'tga) S2L+1 H

da cui risulita che la prima & simile ad un prodot=
to di 2i+2 trasposizioni, 1'ultima ad un prodotto
ai dus. ' o _

11 gruppo generato dalle sostituzioni Ui, Vi,
ciod il gruppe 4i monodromia d&i y sulla superficie
F', & percid contenuto nel gruppo alterno. HMa 81
pud facilmente provare che esso & identico al grup
po alterno. Infatti, per il teorema di I @ » o % h,
le linee 1,, 1,,..., 1y pOSsono sempre scegliersi
in modo,che risultino

b= (3, 7, 00t = (3 ¥, )0 5=, 75 Yot =T, 75)9enn
DS P =(Y., 3’31) 1Bom-s 2(3"-1 Fri-4 )
e le seguenti trasposizioni t tutte eguali ad(y, yp)

ia, per cuesta scelta di linee 1, troviamo

(1) U=y, v,5, )3 Up=(F, 73 ¥a ) s oo+ Un-2=(%, ¥n g ¥n)>
v, =(§/‘1 ¥3 Y2)9V2=(y1 T4 V3 )9° .. 3Vﬁ_2=(y4 Y i ) '
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mentre tutte le rimanenti sostituzioni U;, V4  si
riducono alla identitid. Ora tutte le sostituzioni
(1) generano, come & facile vedere, il gruppo al=
terno, dal che segue la verita della nositra assers
zione. '
Le considerazioni da noi fatte potranno alcun
poco modificarsi introducendo fin da principio la
. guperficie F' come guella superficie che rappresen
ta la diramazione del prodotto di differensze ii
iz k
{¥yi-yy). B' anche da osserversi che il presupposto
ipotetico di una funzione y diramata secondo la F,
si sarebbe anche potuto evitare, in quanto i teore
mi di questo paragrafo non esprimono in fondo che
delle gemplicl relazioni topologiche fra le super=
ficie F ed ¥,

2,

Il cason = 3.

Se ora la superficie I viene suppostia a tre fo
gli, quindi n=3; le socstituzioni Ui, V; saramx>tuu
te quante potenze della sostituzione 01cllca et

(v, 7,750

Percid l'espressione Langraniana

(1) z=y, tay + oy,

dove K indica una radice terza immaginaris delltus=
nitd, & una funzione non diramata sulla superficie
Ft, la guale, per il passagglo di una delle linee
Ai, By acquista un fattore o K(x=0, 1, 2).

Lz funzione z & guindi una funzione radicsle del
terzo grado sopra la superfieie F!', Mo guesta fun=
zione si sa notoriamente esprimere mediante inte=
grali di terza specie, oppure anche mediante fun=
zione ¥ (1). Noi tentiamo la rappresentazione nel

(1) Riemann , Theorie der Abel'schen Fun
ctionen, art. 25 e 26
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caso, in cuil y diventi semplicemente infinita in
p+1 punti 4i diramazione a,, a,,+.., 84 SODracla
superficie F. La somma y, +y,+y, @& allora una fun=
zione razionale di x, che pud diventare infinita,e
. _ . 1 .

propriamente dell'ordine 5 al piu, soltanto per
X284, Bgyeesy By, s © che percid si riduce ad wuna
costante. Aumen%ando ¥ di una opportuna costante,
otteniamo che diventi

(2) v, t ¥, *t¥; = 0.

Il genere p della superficie a due fogli F' &

rold
1
-
i
s
+
—

j},'.':
Indichiamo ora
111, ua,voo, uﬂ_
gli integrali normali di prima specie della super=
fiele F!', determinati seconde R iemann, po=
nendo a base il suindicato ritaglio dells superfi=
cie F'. Siano inoltre.

uv(k)(k = 1y, 25000,p + 1)

i valori dell'integrale u, nei punti di diramazio=
NE 8,y gpeesy Bpyqy € sia, finalmente,

e, = Ly uv(k?;

La funzione radicale (1) si esprime allora per quo
ziente di funzioni v nella forma

(1) Cfr. C. ¥ e u m a n n: Vorlesungen iiber
Riemann's Theorie der Abel s chen
Integrale (Leipzig, 1884) pag. 367.




s
V(u y~e, ~h yTi- }E‘_heave )

H
9 -Zth(u’v-e,),
(&) 3oy o gy me ey o

dove & ¢ una costante, € g4y...58p, hyyee.,hy deno
tano terze parti 4i numeri interi.

‘Per via opportuna, la guale conduca da un Jpo=
sto della superficie al posto corrispondente sull’
altro foglio, si scambieranno y, ed y; fra loro.3e
contemporaneamente si trasformano u,,...,uy in u',,
csveyuly, otteniamo della (1)

JA
e"z;hv {ut, -ey),

(5)y, +a*y, +oys=c. (w' -8 ) "

Orz ¢, nobtoriamente,

(6)u,+m', —2u, " =2u,?) =...z2u, " =2u,PT®

?
(V:1, 2,-&.,}"-),

dove il segno di congruenza 8l riferisce ai perio=
di degli integrali ed w,'**® indica il valore di
uy nel punto di diramazione a,,,. Inoltre noi pos=
siamo supporre (1)

(k) (p+2)
N e, = Zuv = u, .

Dalle (6) e (7) segue:

(p+2)

(8) u'y ~eyE-(u,~-e, }=2(ey~ J==(u,~e,).

E con c¢id, poiche v & una funzione parl, la egua=
zione (5) si trasforma in
- J(u,~e+g,mit+ Zh

j;l
(9)y,+ oy +oyy = cvief o (u -e ) -ezil-'h"(u"“e"’) ’

dove indica o una radiee cubica dell'unita.

(1) Cfr. C. N ¢ um a n n: Vorlesungen iiber R i e
mann ' s Theorie der Abel ' schen
Integrale {(Leipzig, 1884) pag. 367
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3-

Il easo n = 4.

Consideriamo adesso il caso di n=4. I1 proble=
ma & quello di determinare una funzione algebrica
¥, la quale sia diramata come una data superficie
T a quattre fogli coi punti 4i diramazione a,, 2.,
«esy8g. Nol supporremo ancora che la funzione y da
determinare divenga infinita del primo ordine nei
punti

3
B,y Bopeess,,, (p= % - 3).

Se indichiamo con ¥,y Y25 V39 Ya4» 1 valori che ¥y
acquista in quattro punti sovrapposti della super=
ficie P, i quadrati delle quantita

2= 24 F Yy =Y = F¥3 7T Tay

(1) Zy=F, =V, + T3 = Tas
| =Y T T, m Ty = T

03
i

ver un gire intorno ad uno del punti a,, &,,..0,8n
subiscono una permutazione, la guale consiste in n
no scambio tra due di essi. Percid 3z, & diramata co
me una superficie F* a tre fogli, coi punti di di=
ramazione semplici a,, 8,5+.0y 2y, © 2z medesima &,
sopra F", una funzione radicale del secondo grado,
la gquale diviene infinita del primo ordine nei p+1
puntl a,, &,,+.0585+4 . 11 genere y della superficie
F* & uvguale a p+l1. Se u,, V,,+..,u, Iindicano gli
integrali normali 4i prima specie della superfiicie
Fv, per una conveniente determinazione delle co =
stanti e,, e5,..., ey, risulta

¥
’ﬁtuv‘ev“gvﬂi” :L_hfave )
(v ~e )

. 7
(2) z=z,=c. e’ Zh”(ﬂ""e’)’

-

dove ¢ ¢ una costante, © g,y 8,000 Sy Hyshpyeess
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«s+4,h, designano meth di numeri interi.Per brevita,
indicherd con w(u,) il mewbro a destra della (2),e
CON Uyyeney Ugy By yesey Uyy U ..., Uy 1 valo=
ri degli integrali della prima specile in puntil so=
vrappostli della superficie F"., Allora, per ripeti=
zione della equazione (2), risulta

g 1 .’:. \V(u-y)’
(3) ) 2, = l}/(u'v)a
z, = yla",).

Ora, poich® y,+y,+¥,+y. & una costante,che noi
possiamo supporre eguale a zero, segulrd finaslmen=
te, con riguardo alle (1)

(4) vy = =§;[w(uv) +ky(u'v).=ty(u“‘,)]-

Ci si convince facilmente, che questa espres =
sione trovata per y soddisfa a tutte le condizioni;
cicé, se consideriamo una qualunque superficie F©
a tre fogli semplicemente diramata nei punti a,,a,,
«oesBy, © costruiamo su di essa la funzione

%j[?(uv)+v(u';)+w(uﬂv) , sara questa una “funzione

algebrica a quattro valori, la quale & semplicemen
te diramata nel punti a,, 8,5+..5 8. Posslamo ora
faeilmente computare il numero di queste funzieni.
I1 numero delle superficie a tre fogli, che possia
mo assumere come superficie F", ascende a
3 .
> .

Inoltre, le metd di numeri interi g,,8,,...,8y,
h,yh,,...50, che entrano in ¢ (u,),comportanc °
227 =1=2%"%-1 determinazioni essenzialmente diver =
se. Otteniamo quindi, per il numero cercato, il va
lore :

W4 W2

{2 - 1)(2 - 1)

2 3
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il guale coincide col numero gid prima determinato
(Parte I, par.5), delle superficie a guattro fogli
con w puntl dati di diramazione.

4.

Osservazioni affini all'argomento.

Le precedenti considerazioni vanno evidenﬁemeg
te debitrici del loro successo a quei medesimi fat
ti che rendono possibile la risoluzione algebrica
delle operazioni generali del 3° e 4° grado. Consi
derazioni analoghe si potrebbero fare per quelle
superficie ad n fogli i cui gruppi 4i moncdromia go
dano di particolari proprietd, su di che perd non
vogliamo entrare ulteriormenie. Soltanto va ancora
rilevata un'altrs circostanza, che si rende mani=
festa nei nostri sviluppi. Essa consiste nel lega=
me fra il problema, di determinare le superficie a
3 e 4 fogli con dati punti semplici di diramazione,
e la trisezione delle funzioni iperellittiche.Tale
legame si & gid presentato, nella storia del sog=
getto, in un caso speciale, Il problema di determi
nare i fasci di forme binarie 4i 4° grado il cul
discriminante sia una data funzione (del 6° grado
nel parametro del fascio) ricade evidentemente in
quello della determinazione delle superficie Rie =
mennisne a 4 fogli di genere nullo con dati punti
di diramazione. Ora quel problema si pud ricondur=
re, come ha dimostrato Hilbert (l.c.),ad un
problemes trattato da C 1l e b s c h (1). Quest'ul=

{1) Zur Theorie der bin#ren Formen sechster Or
dnung und zur Dreitheilung der hyperelliptischen
Functionen. Math. Annalen Bd. 2, pag. 193. Cfr. an
che Burkhardt: "Grundzige einer allgemel=
nen Systemstik der hyperelliptischen Punctionen I.
Ordnung. Kach Vorlesungen von ¥, Klein". HMath. An=
nalen Bd. 35, pag. 255.
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sioni di connessione (2p+1)-pla(i). Lt'ipotesi del=
la superficie anulare & particolarmente comoda per
talune considerazioni che appartengono all'iAnaly =
sis Situs.

Passo ora a sveolgere pil da vicino la succita=
ta generalizzazione del nostro problema. Tagliamo
la superficie & coi tagli Riemsnnieni

Ayy By Ayy Byyeony AP, Bp

in una superficie semplicemente connessa.Questi ta
gli noi faremo cominciare a terminare tutti quanti
in un medesime punto O della superficie.Indichiamo
cogli indici + e -~ rispettivamente un passaggio dal
lato negativo al positivo e dal lato positivo al ne
gativo: cosl, per un girc positive intormo al pun=
to 0, i tagli saranno oltrepassati nelltordine

AYB A, 7B, TATB, AR, e A By TATBY

E! guesta la medesims scelta di tagli,la gquale ven
ne pit sopra (Parte IV, par.l) applicata alla su=
perficie iperellittica F'.

Sulla superficie ¢ silano ora dati w punti

(1) B,y B,9eevy Bye

Supponiamo scelito il punto O in modo che esso non
coincida con alcuno di questi w punti e congiungia
mo © col punti a,y, @y,.e.y 2y meédiante i fagli 1,,
I,500ey gy 1 quali ne s'incontrine tra loro,nt in
contrine uno del tagli Ay, Bi. Per un giro positi=
vo intorno al punto 0, i tagli siano oltrepassati
nellfordine di successione

(2) 1,72, ... 144, "B A ,7B 7. ATBTALTBLT.

(1) F. X 2 e i n: "Neue Beitriige zur Riemann'
gchen Functionentheorie" Math. Annalen, Bd. 21, p.
141.
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La superficie ¢ sia trasformata nella superficied*
dalla effettuazione di tutti i tagli. La superfi=.
cie ¢ & semplicemente cormessa, il suo limite 2
formato dali bordi dei tagli 1, A, B.
Supponiamo ora n esemplari dells superficie ¢
tra loro coincidenti, 1 quali noi indichiamo in u=
 na successione gualungue come PRIMO, S€CONA0.+.4.,
n%® foglio. ' '
Coordiniamo inoltre alle linee

(3) ool senesLysh }B A, 3By eesyhy,By
ung rispettiva sostituzione su n elementi

(4) 84,82,...,SW,U1,V1,UQ,VQ,...,UP,VP,
e colleghiamo finalmente gli n esemplari 9* lungoe
le linee (3) per modo che gli n fogli, per un pas=
saggic dal lato negativo al pogitive di una delle
linee (3), subiscano appunto la sostituzione { 4 )
‘corrispondente a questa linea. I fogli ¢* in que=
sto modo connessi formsno una superficie n-pla di=
stesa sulla superficie ¢ , che nol indichiamo con

(5) - (11 ’121tOOQlVJ,A.,l,:B.I’ooo,Ap’BP )

S,] ’Szgc LR 2 ’SVI,U,' ’.V-,] L L4 U,UP,V}?

Affinche questa superficie sia chiusa in si(consti
d1 un sol pezzo) poniamo alle sostituzioni (4) 1la
condizione di generare un gruppe transitivo,il qua
le ultimo si chiama il gruppo di monodromia d4di PF
L e per rispetto a ¢. Affinché poi soltanto i punti '
SRR o B4y Bgyeenyly, € non anche il punto O siano punti

2 di diramagione su di P, limitiamo la scelta delle
gsostituzioni (4) maggiormente, collo stabilire che
debba essere

] 1 o g

- - - e —
(68,8, -840, VU, W, U, VU, W, L LUVl V=,

Se sopra la superficie &, tiriamo da un punto
A diverso da a,, 2,,...4 8y una qualunque linea L,
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che, evitando 1 punti a,, @,5...4 8y, ritorni ad A,
per il percorso di gquesta linea 1 fogli F dovranno
subire una certa sostituzione S. (La totalitd del=
le sostituzioni S forma il suddetto gruppo di mono
dromia di F). Tenendo fissi i punti 813250 esy o
mutiamo ora il punto O, le linee (3) in esso con=

correnti e le sostituzioni (4), e sia F' la super

ficie apparbtenente agli elementi alterati. Allora
noi concepiremo le due superficie F ed F' come non
diverse tra'loro, se ad ogni linea L che incominci
e termini al punto A corrisponde la medesima sostl
tuzione 3, sia rispetto alla superficie P, che al=
la superficie F', oppure se questa condizione pud
esser raggiunta mediante un opportuno cambiamento
della enumerazione del fogli ai F.

Questa definizione &, come faclilmente si vede,
indipendente dalla scelta del punto A.

2

Calcolo del genere della superficie T,

Se consideriamo la superficie I definita nel pa
ragrafo precedente, nol atiribulemo & ciascuno de!
suol punti di diramazione, per es. aj, come sSi usa,
una determinats multiplicita.

Se cioe denota ey il numero dei cicli della so
stituzione 54, il punto di diramazione ai si dice
di muktiplieitd n~c4. Allora 11 punto a4 si FTrova,
sulla superficie F, c; volte di pilk, mentre ogni
altro punto ai & comparlsee sopra la superficie T
esattanente n volte.

L'egpressione

(1) W:Z(nmci)

si chiama il numero delle diramazioni semplici del
la superficie ¥. Conformemente alla sua generazio=
ne la superficie F ammette upa divisione in

f=n
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campi semplicemente commessi di cul ognuno singo =
larmente & un esemplare della superficie ¥, _

- I vertici 4i questa divisione in campi risulta
no costituiti dai punti a5 e dai punti 0, il loro
numero guindi smmonta ad

e ::E;Ci + TN.

I1 numero dei lati della divisione in campi sSi
trove facllmente uguale a

kK=1n . W+ 2pn.

Ora, per il teorema di Eu l e r o generaliz
zato &
e+ =%k + 2 - 2P,

“dove P indica il genere della superficie F. Se cal
coliamo P dalle precedentl squezioni,otteniamo gue
sto risultato:

- "Il genere P della guperficie F possiede il va
lore

(2) | P=gW+nlp~ 1)+ 1,

Do f—

dove W designa il numero delle diramazioni sempli=
ci, n il numero dei fogli P e p il genere dells su
perficie ¢ ».

3.

Il problema generalizzato ed
il suo gruppo di monodromis.

I1 Problems generalizzato suona ora cosl:

Sono dati una superficie Riemamnians ¢ e su di
essa W punti a,, a,5.0.4 8. 591 Vogliono determing
re guelle superficie Riemanniane le gquall sdano”di
stese secondo n fogli sulla superficie & e siano
diramate nei postl 2,, 2,5+004 Gy
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Le superficie da determinarsi, per guanto pre= :
cede, sono coordinate singolarmente ai sistemi 41 |
w+2p sostituzioni @

(1) S1$Sz!"',SW$U1?V1 ’U.29V2!“'?UP!VP!

~che sono formate con n elementi e che soddisfano
alle seguenti condizioni:
1) I1 gruppo generato dalle sostltuzlonl (1)
¢ transitivo.
2) Le sostltu21on1 soddisfano la egquazione
1 ~1

(2) 8,8,0..8qU, V, U, ..UV U, Vp o =T,

Dui due sistemi (1) sono da reputarsi come non
diversi, quando uno pud esser dedotto dall'altro per
mezzo 4l una trasformazione (cambiamento dl nome de
gli elementi).

Se il genere p della superficie ¢ & nullo, noi
siamo ricondotti al primitivo problena.

Per ottenere il gruppe di monodromia del pro =
blema generalizzato, si pensine i 3p-3{1) moduli
della superficie ¢ e contemporaneamente 1 posti
Ay Bgsevey By maoversi a partire da una posizione
iniziale gualungue in modo continuo fino a ritorna
re nella posizione d4i origine.

Perd in ciascuno stadio del movimento i posti
By Bogyee.sy By devono restare fra loro distinti e
la superficie ¢ deve rimanere irriducibile. Se du=
rante il movimento nol seguiamo le modificazioni
delle superficie F, quando la posizione iniziale &
di nwovo raggiunta, esse hanno subito soltanto uno
geambio fra loro. La totalita di gueste permutaszio
ni forma il gruppo di monodromia in discorso. Ora,
durante il movimento per una determinata superfi=
cie F, soltanto le linee 1,, l,,..0y 1y A y..4,Bp
‘risultane di manc in mano mutate, ma non le corri=

(1) Questo numero &,notoriamente,da sostituir=
si con O quando sia p=0, e con 1 gquando sia p=1.
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spondenti sostituzioni 5,, S,,..., Sy, U,,...,VP.
Da cid segue:
- Una sostituzione del gruppo di moncdromis del
nostro problema sostituisce la Quperflcle

pr 'p

iy

S'l’ Sz,nou, SW’ U»fg Vf}',oo.,[}

mediante la superficie

1! , 230.0,1”\,5{’A'1’B'1 ,o‘u’A;n,B'
( | p)
' F' = - \

S_,’ Sz,ooc’ S‘;v’ U1, V,!,QUI,U v

Ppr P

dove 1', A', B' denotano un qualunque sistema di Il
nee soddlsfacentl alle medesxme condizioni delle 1
A, B.

51 otterranno tutte le sostltu21on1 del gruppo
di monodromia, se 8i sceglieranno per 1', A', B'di
mano in manoc tutti i possibili sistemi di lﬁx@ sod
disfacenti a gquelle condizioni.

Il problema generalizzato pud evidentemente spe
clalizzarsi col prescrivere la specie di diramazio
ne nei punti a,, ayyeeey By, OVvero pil in genera=
le, coll'imporre alle sostituzioni S,,5,,...,94,0,,
Viseuey Up, VP certe limitazioni. Siffatte specia=
lizzazionl sono gia designate dalla circostanza che
il problema generalizzato & in generale riducibile.

4-

Superficie ¢ funzioni non diramate.

In guesto e nei paragrafi seguenti iiovovdglio
considerare il caso particolare in ecui i punti a,,
B9ses+y Ay Vvengano a mancare cosl che sgi tratti di
superficie ad n fogli |

P = ( s

Uyy Vayeney Upy ¥y
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le guali siano non diranmate sulla superficie $.Que
gte superficie sembrano avere un particclare inte=

resse, poichd esse appartengono in modo speciale al

le superficie @ di gemere piu alto e dovrebbero es
sere chiamate a rappresentare una parte imporitante
nella costruzione delle funzioni automorfe pil sem

.pllCl (1)

Indichiamo,come prima, con b* 1a superficie san
plicémente connessa, che nasce da. & .colla introdu=
zione dei tagli A, B. La superficie T consta d1 n
esemplari O* sovrapposti l'un ltaltro, i guali so=
no connessi lungo le linee A, B corrispondentemen=
te alle sogtituzioni U, V. Se y denota una funzio=
ne algebrica uniforme del vpostc sovra la superfi =
cie F e 8€ ¥,5 Yyse-+y ¥n SONO i valeori in genera=
le diversi fra loro, che y assume negli n punti di
¥ sovrapposti, ciascuno degli n valori ¥ ,4¥,seevs
Yns Si lascia univocamente proseguire sulla super=
ficie d* e 1l'insieme dei valori della funzione ¥
apparisce allora decomposto in n rami semplici.Que
sti wltimi, per il passaggio delle linee A, B, su~
biscono le permuta21on1 7, V. La determinazione dgl
lz superficie F & quindi equivalente alla determi=
nazione delle funzioni algebriche ad n valori non
diramate sulla superficie ¢ . Se in genere della su
perficie & 2 eguale 2d uno, tutte queste superfi =
cie si ofttengono per mezzo della teoria della tra=
gformazione delle funzioni ellittiche ed il caso
p=1 pud ¢quindi considerarsi come trattato completa
mente e lasciarsi, in seguito, da parte. Fer un va
lore arbitrario di p & stata considerata della teg

(1) Io mi attengo, per gquanto riguarda le denc
minazioni, alle pilh recenti pubblicazioni di ¥.
¥ 1le in. Si vedano:"Zur Theorie der Lamé'schen

Functionem" (Gottinger Nachrichben del 1°marzé 1890).

Inolire "Ueber Normirung der linearen Differential
gleichungen zweiter (Ordnung" Math.Annalen,vol.38,T,
e le "Vorlesungen iiber elliptische Modulfunctionen'
pubblicate dal sig. # r i ¢ k¥ e (Lipsia, 1890),vol.
I, pag. 763.
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ria delle funzioni Abeliane una particoclare specie
di funzioni non diramate, ciod le funzioni radica
1i, Id caratterizzerd in seguito pil da vicino la
posizione di gqueste particolari funzioni rispetto
alle funzioni generali non diramate. Anzitutto vo=
gliamo brevemenbte discutere il caso di n=2, il qua

_1e ai lascia facilmente e completamente esplétare.

5.

Eetermlnazlcne di tutte le funzioni algebriche
& _due valori non diramate.

51 tratta della determinazione di tutte le su~
perficie F, le quali sonc a due fogli e non dirama
te sopra una data superficie ¢ di genere p.

Queste superficie, una volta fissati i tagli A,
B, sono coordinate una per uns ail gistemi di 2p so
stituzioni U,, V,y, Ugy Vosess, EP, Vp, le guali sg¢
no formate con due elementi, soddisfano alla equa=
zlione
(1) u,vu, v, U v U v =

1% 1 4 1 ey P-Qp p =
e generano un gruppo transitivo. Se i due elementi
gsono 1 e 2, si hanno soltanto le due sostituzioni

= (1)(2); 8, = (12)

e chiaranente noi possiamo scegliere a2d arbitrio

l1'una o l'altra di queste sostituzioni per U;,Vji.

Soltanto & da escludere il caso, in ecul U,,V,,...,
Vﬁ tutte quante si identificano con S,.

22D 1 anumero delle funzioni T raggiunge quindi
1(1).

(1) Cfr. per il caso p=2: W. Dy c k " Ueher
Aufstellung und Untersuchung von Gruppen und Irra=
tionalitdt regulirer Riemanntscher Flachen" Hath.
Annslen, Bd. 17, pag. 493.




369

8i riegce facilmente anche o determinarve 1o fun

zioni algebriche appartenenti a gqueste superficie,

Sia F una 4di guelle 2%*P-1 superficie, inoltre sia
v una funzione algebrieca wuniforme di luogo sopra F
e siano y,, ¥y, 1 due rami univoei di y sopra ¢*.Ila
funzione y,~y, prende allora per il passaggio di u
no dei tagli A, B, il fattore +1 o -1, & quindi u=
na funzione radicale di 2° grado. la somme y,+y, &
una funzione algebrica uniforme di luogo sopra la
superficie ¢. Se formiamo ora, coll'applicazicne
delle note denominazioni Riemanniane, per la super
ficie @ i U-quozienti.

(2) LP*':LP(gqsgz:'-'sgp; h1,h2,...,hp)
qa'(uvweu-gvﬁi— tha ”E)

= "

’lj'(u,,—e,,)

dove g”..,,gp,h“...,hD denotano meta di numeri in
teri, sara

9_2 Zhv(uv“ev) :

Y1+ ¥e= 2Ry, ¥1 = T2 = 2yR,,
e di conseguenza sard
(3) vy =R, + '*PRZ

l'espressione generale di una funzione algebrica u
nivoca sulla superficie F. Qui designanc R,, R,del
Je funzioni algebriche monodrome della superficie
‘Noi otteniamo le 2%P-1.diverse superficie ¥, sce=
gliendo per (g ses+5 8ps Nyses+s hy) uno dopo 1l'al
tro tutti i sistemi essenzialmente diversi di metd
di numeri interi. Del resto 2 evidente che la sin=
zola superficie P pud esser gid definita mediante
la funzione (1)

(1) Le superficie a due fogli ammettono eviden
temente Tutte quente uma trasformazione univoca in
se gtesse di perlodo 2 e cadono guindi tra le su=
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(3') Y“W(gn---,gPE h“'--ghp)'
I casi 41 n=3 ed n=4 si possono pure esaurire
coi mebodi dells Parte precedente, su di -~che ido
non entrerd qui in maggiori particolari.

6.

T.e funzioni algebriche non diramate, che si
sogstituiscono linearmente per un czammino chiuso.

3i pud ora rilevare anche una particolare spe=
cie di funzioni non diramate, delle guali le piu
sempliei sono le funzioni radicali. Vogliamo consi
derare guelle fungzgioni non diramate sulla superfi=
cie &, i cui n rami univocamente distesi sopra &¥
sono funzioni lineari (intere o fratte) 1l'unc del=
ltaltro. Le funzioni lineari, che rappresentanc gli
n rami mediante wn medesimo, Fformano evidentemente
un gruppo. Me ora si conoscono, dietro le ricerche
di P. K1 e 1n, tutti i gruppi di funzioni linea=
ri(1). Questi, se consideriamo come non diversi i
gruppil fra loro trasformabili, sono:

- perficie che io ho studiate nel lavoro ¥Ueber dies
Jenigen algebraisches Gebilde, welche eindeutige -
Transformationen in sich zulassen"(Gottinger Nachr.
del 5 febbraio 1887, oppure Math. Ann. Bd. 32). To
approfitto dell'occasione per citare la Hota, a: me
comunicata pill tardi, del sig. S. Xan t o r, che
concerne questi stessi campi algebrici.Questa & in
titolata: "Sur une théorie des courbes et des surs
faces admettant des correspondances univogues"e si
trova nel Comptes rendus dell'Accademla delile Scien
ze di Parigi, vol.,100, pag.343-345.

(1) P. X 1 e i n, Vorlesungen iber das Icosae=
der (Leipzig, 1884),pag.115 e segg. Le sostituzio=
ni del tetraedro, dell'ottaedro, dell'icosaedro,
che nel testo io non do per brevitid, si trovanc a
pag. 42 e 43 dell'opera suddetta.
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ik
1) I gruppi eciclici: y'= e ™ y{k=0,1,...,0-1),
- 2iknw

2) I gruppi diedrici:y'= e Ty,

—acka :
yil=—e " (k=0,1,...,n=1).
Ly

3) Il gruppo del tetraedro.
4) Il gruppo delltottaedro.
5) I1 gruppo dell*icosaedro.
Al gruppi cicliei corrispondano le funzioni ra
_ dicali. Le ultime esistono su tutte le superficie?d,
o il cui genere & maggiore di zero, ed & notoriamen=
te facile di trovare l'espressione generale di que
ste funzioni mediante funzioni U . Le funzioni non
diramete, le guall corrispondonc al rimanenti grup
pi, esistono soltanto sopra guelle superficie ¢,il
cul genere & maggiore di uno. Fa eccezione i1 grup
_ po diedrico n=2 (Vierergruppe, secondo la denomina
2 zione del egignor ¥ 1 e i n), a2 cul corrispondono
gnche per p=1 funzioni non diramate (1).
Per dimostrare questa affermazione, consideris
- mo gopra la suverficie @ la superficie non dirama=
| ta. '

[ ‘ 1, B1,..c, Ap’ B-D
F:( ‘>:

U15 V'l’"" UD’ ufj

= ¢ supponiamo, che sopra F corrisponda ad ~uno dei
il detti gruppi una funzione algebrica monodroms. A
o gquesto gruppo G & allora riferito isomorficamente

il gruppo di permutazioni generato da U,, V,,....,
Up, Vy. Ora, se ¢ p=1, questo gruppo di permutazio
ni, ih virtd della relazione U,V,U, 'V,”' =1, ossia
U, V=V, U, consiste di sole sostituzioni fra loro
permatablili. Di conseguenzs devono essere tutie fm !
loro permutabili anche le sostituzioni del gruppo

(1) 8i confronti per il caso p=1 una Nota di E.
Picard nel Comptes rendus,vol.S0,pag.1479.
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Perecid il gruppo & pud essere solbanto un grup
po ciclico od il gruppo diedricc n=2. Sulla supers
ficie ¢ di genere p=1 possono dungue corrispondere
funzioni non diramate solamente a questi gruppi.

Per quanto riguarda la dimostrazione della esi
stenza di funzloni non diramate, le gquali corris

- spondano al gruppi sopra enumerati, ci bastl consi

derare un caso particolare. 31 riconosce facilmen=
te che il metodo segulto in questo caso si pud tra
sportare subito al caso pilh generale {(1).

Sia data una superficie Riemannianas ¢ di gsene=
re 2, Si vuol determinare su cuesta superficle una

funzione algebrica a sessanta valori non diramata,

i cui segsanta valori situati in un punto di o si
connethano tra lorc mediante le sessanta sostitu =
zionl dcogaedrsli.

Designiemo con
(1) Si{i=1, 2,..., 120)

le 120 sosthituzioni omogenece dell'icosaedro,con 2z,
e z, le varlabili omogenee, alle quall si riferi =
scono le gostituzioni. Inoltre, formiamo un gruppo
di scambi tra gli n elementi

(2) (1= 1, 2,..., 120),

il guale sia isomorfo al gruppo delle sostituzioni
S4. Un tale gruppo di scambi, e precisamente per
n=120,elementi, lo si ottiene p.es., guando si ri=
guardino come elementi i simboli 5S4 e ad ogni so=
stituzione icosaedrale Sy si faccia corvispondere
lo scambilo rappresentato dalla successione

Si8;(1 =1, 2,..., 120).

Prendiamo adesso nel gruppo (2) quattro sosti=
tuzioni gqualungue U,, V,, U,, V,, le guali soddi =
sfacciano alla condizione che esse generino l'inte
ro gruppo € soddisfacciane all'equazione

(1) Il medesimo & applicabile anche al caso del
le superficie diramate.
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UV, u, v, o, U, Y, = 1.

- Cid & evidentemente possibile. Infatti il grup
po (1), e per conseguenza il gruppoc {(2),si pud ge=
nerare mediante due sostituszioni opportunamente scel
te.

- Se T,y T, sono due tali sostituzioni, basterd
porre

U,=Tq, V,=1, U,=T,, V,=1.

Cid premesso, distendiamo sopra una superficie
“la superficie ad n fogli

A, By, 4,, B,
B =

Uy, Vv,, 0,, Vv,

¢ designiamo con ¥4, Yosee+3 ¥p 811 n valori che u
na funzione algebrica moncdroms su F possiede inun
vunto della superficie & . Se descriviamo butti i
possibili cammini chiusi di questo punto sopra la
superficie ¢ le y,, ¥,,..., ¥y Subiranno le permu=
tazioni del gruppe (2). Ora poichd i gruvpi (2) e
(1) sonc isomorfi, per un teorema del sig.Klein(1)
sl possono formare due funzioni omogenee:

2= 9 (T1 902 0sTnds Zy=9(F 3Ty s+« 2¥n)

le quali per una permutazione T; delle grandezze
Y19 Yoseees ¥n Subiscono esattamente la medesima

-sostituzione, che z,, 7z, per Sj.

Corrispondentemente &

Z, LF—;(:)U: Foseoes .Vn)

P - Lf)z(y1: 37'2’“-, Yn) ’

(1) "Ueber die Aufldsung cewisser Gleichungen
vom siebenten und achten Grade" Math. Annalen, Bd.

15, pag. 253, e seguenti.
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una funzione algebrica a sessanta valori non diram
mata sopra la superficie ¢ , la gquale soddisfa al=
1e condizioni poste.

Koningsberg (in Pr.), 27 gennaio 1881,
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"APPEEDICE (1)

Fum.1;  § 3.
Per dimostrare che il numero f appartenente al
lo spezzamento (V4’st'-'!vif---svk!"'!”r) & pil
piceolo del numero f' appartenente allo spezzamen=

to conbtigno (Vs VyyeeesVitlyeeeVi=T15000,Vy), sup=
poniamo che sia

V2V D 2V > Vf'_‘ Vigr =V 2 Vi > 2V = Vg = - TV Vg 2 e 20

Allora, evidentemente, &
1 v, —1 Yo
pe () eer (37 e (7 e (8)
[y Dy e {F = Ao+ I P ) Ay F g+ T,

S )\ R S s o (= AP o = 1) et T F

e, se da f' si sottrae il valore di f, dopo un fa=
cile calcolo, 8i ottiene

f';f:vt;—vkﬂ*} +L.
¥z gi hs
Ve = W ed L>j,

guindi £'-f sard almeno eguale a 2, epperd, in o=
gni caso sara f'>f.

(1) Le seguenti Note si riferiscono tutte alla
PARTE PRIMA. !
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_Num. 2y § 4.

Ltinversione della formola (3), che noi scri
viamo nel Segueﬁte modo:

I

» f(Wln) -1 L‘P(W1| ﬁ.,) ('F(Wr‘nr)
(3) winl r'rl‘ w,ln, ! T weln,t

si effettua nel modo pil facile, se ne molbipli
chiamo dapprima i due membri per

wanzzwf' y‘ﬂ..‘ .XWQ_ y‘ﬂ.z u oaes .XWf' y’n-f .yﬂa,
e somniamo pol per i.valori

W1=1, 2,001’}:1::2, 3,...

In questo modo otteniamo l'equazione identica

f(win) ~ . ¢win)
) wrr— EY) e Qe
wyn I W, et

ossia
| fwin)
f(win) %‘"‘"‘"‘Wmf xy"
wint T Y T74e =1f.

Wy

Di qui ricaviamo

¢lwin) —y £(win)

T

Z Wit =7 =log [1*‘6 Lo 'y ]s

e, sviluppando il logariitmo del secondo membro e
ordinando secondo le potenze di x ed y, si ottiene
per ¢{w|n) la espressione, che ¢ data nella formu
la (5) del par.4.
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Tum. 3; §4.

Per dimostrare l'identitsd in discorso si svi =
luppi ciascun termine dell'lequazione ldentica

(e =1) (2% =1 )€™ =1 )me™ =TT 4 T QETEM_
‘ L v, K

secondo le potenze ascendenti di un e si eguaglino
i coefficienti di u¥ 4i sinistra a quelli /41 de=
stra. -

Num. 4; § 6.
31 indichi con 6, l'espressione

e Ky et Ky A=

4

e con T, la espressione
= -+ k +ooo+ K + el 10
ﬂl ﬁy, j&

Aliora ¢ non pud essere minore di 6, , perchd al
o , trimenti esisterebbe una superficie Riemanniana con
o L nessa di genere negativo, corrispondentemente al=
o ls prima delle equazioni (5). E' quindi 6 >¢,. Pari
mente si ha ©T27T,.
Ora, poiche §+T=06,+T,, deve necessariamente es
sere =G, @ T=T,.

Num. 5; ¢ 6.

La dimostrazione da darsi gqui esige una serie
di lemmi che qui premetto.

I. "Se T indica una funzione simmetrica delle
¢ variabili X1,X2,...,Xe, e se le derivate
of f of . .
So ) SeT Y 3 Somo dipendenti solbtanto dalla sonm

1 2 ¢

ma X,+tXp+...¥X,, anche la stessa f ¢ funzione 4i
Xy Xyt o +Xp",
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Per ltipotesi si ha

' S’;’: 281(5)5 E;-;' -—gz(s ,.."bXE BETAREE

dove & S=X,+Xp*...+Xp. Ora, siccome &

5 et CE) ez,

2x; ?ox,  ox, \ox;
¢ quindi
g', (s)=g'; (s),

cosl g;(s) differisce da g,(s) soltanto per uma co
stante additiva, ciod si ha

g2(8)='g.,(5)+02’ g3(s)=g1 (S)+03 ,...,gf(s)mgq(s)-%-cf.

Le derivate parziali della funzione f sono per
¢id le stesse che le derivate parziali della fun=
zione

[g4(s)ds+c2x2+...+cfwf+c,
epperd ha da essere
£= g1(s)ds+czxz+csx3+...+cexc+c

dove ¢ indica una costante. Ora, la funzione £ &,
per ipotesi, simmetrica rispetto ad x,, KpyeessXpt
pereid deve essere Cp=C3=...=¢p=0, ¢ quindi dev'es
sere ¥ una funzione di s=x,+X,+...+Xp.

IIl. Si separino le variabili Xq 3KgpeeeyXp in
tut®i i modi possibili in due gruppi E NS PP TN
ed Kp, 1Xp, sere9Xg, amuettendo anche la separazie=
ne, in cul un gruppo contenga tutte le variabili e
1'altro nessuna. Per esempio, nei casi di =1 e
sz, le separazioni sono le seguenti:
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I° gruppo II° gruppo I® gruppo II® gruppo
nessuna : < nessuna < oz
variabile " varisbile 1 e
% nessuna « <
1 variabile 4 2
X, X,
< z nessuna
1y "2 variabile

Consideriamo ora la somms

(1)

A -b
LVCL,b (u,vl X, 7X2$""X8)=Z(u+xd1 +“'+X°‘)«) “’(v+xﬁ1 -&-.-..—[v_x_{ﬁ}JL )P" ,

dove la sommatoria & da estendersi a tutte le sepa
razioni delle variabili x,, X,,...,Xp, in due grup=
p1i e dove u, v, a, b indicanc pure delle variabili.

b3

Evidentemente &

b

A-a -1 -
= 7 (Wiky, Xy, ) (0FRy, fatXa, ) (v+x51 +..,+xﬂj&)

A= —1 -b
=7 Z(u‘t-xd,' Hot Xy ) (vﬂ% +...+xﬁ% )JPL

Aa—1 Ju—b
2 Xy, (UrE, FAK, ) (vixy, +otxg, )

+ - . - - - = L] . - L] - - L] - - . . - L]

1 p-b
(v+x},31 ‘*‘---ﬂ*ﬁ}& ) .

Ao
Y Xg A {LH'X,,(,t RETTL ST )

Se ora 8l raccolgono nelle ultime somme quei
o termini che posseggono come fattore una debterminas=
. : ta delle variabili X,, X,,.4., Xp, ad esempio Ila
: variabile x;, si ottiene

- =1 }A;-E

A
X, Y (WK +Xy, e oty ) (vixp +eoorxp,)
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dove la sommatoria & da estendersi a tutte le sepa
razioni delle p-1 variabili.

X‘i ,‘nco‘,X"-___‘ ,.XI:+‘1 ,-o-,Xe

’

in due gruppl X, yeee3Xa, €4 Xg y.e.,Xp JLt'insieme
. . 2 3 117 » N
deil termini moltiplicati per x; risulba cosi

Xi'q}ﬂ;,b (u_}—xl‘; ’Vtx1 "",XL--] ’Xl‘-'l"’f ’.",Xf)

ed otteniamo guindi la egqu=zione

(2) #gﬁ(a,v!x1,xz,...,xg)zu.4g+ﬁb (u,leﬂ,xé,...,xf)

L=

2 ¢
) 3 R  »- 4 E:xiwm’b(u+x;,le1,...,xi_1,xi+1,...,xg).
o In modo analoge si ha l'equazione

(3) Yo la, vz, %, 00 Xp)=vay, (W, VX, 3%,y 00 e9X,)
g _
+ Z‘lXLHU“’b(u,V'*‘XLI X1 ’D.l,XL_q ,XL+1 ,--v,XE)-
| =y .
111, Dimostriamo adessc 11 seguente teorema:
"Ta somma

(4) W1,1(ﬁ’v‘x1 1Xgse e 1XE)=

A=A =1
= Z:(u+xm1+...+xdk) (V+Xﬁ4+‘.'+X@M) y

eongiderata come funzione delle variabili X,,X,,...,
Xps dipende soltanto dalla somma X, +X,+...+Xp".

La somma {4) si pud indicare, per brevita, con
F(xq,xz,...,xe). Allora i ha:

'b?(x1,x2,...,x€)
DX

A-2 ot

=§:(R—d)u+x% oy ToootTa, ) (V+Xﬁf+"'+xmk)
A= p-2
= {(f=1) (utxg, +o.otXay ) e T
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Ma la medesima espressione si ottlene rer la
somma

F(x2+xd,x3,,..,xe)+F(xz,xs+x1,...,x€)+...+
+...+FJ(X2,X3,...,XB+x1)

quando si introduca per ciascuna delle funzioni 7
la propria espressione sommatoria (4). Sussiste per
cid la equazione

BF(X,y000,Xp)
ox,

=F (X, 4%, ,X,, ,xf)+F(x2,x3+x1r“,xe)+ P (X X300y Xp+X, )

(5)

ed equazioni consimili valgono evidentemente per le
derivate di F(x,,...,%X,) prese rispetto alle X,,x;,
«+eyXp. Ora, queste equa21on1 mostrano che le deri
vate 4di F(x1,...,xe) dipendono soltanto da x,+x, +
+tee.tXp, S€ nol supponiamo che ¢id avvenga per il
caso di p-1 variabili. Ora, poich? F(X1,X2,...,X8)
¢ una funzione simmetrica 4i X;3Xpyee0yXp,91 rico=
nosce in virth del lemma I, che il nostro teorema
vale per p variabili, suppostae la sua validitd per
p-1 variabili. Ma il teorema & wvero per il ecaso di
e=1, e di conseguenza & vero in generale.
11 valore di una funzione di X,+X,+...+X, rima

ne inalterato se si pone X,=x3=...=x,=0 ed X, +X, +

...+KE,1n luogo di x,. Applicando questa osserva=
zione alla funzione (4) si ottiene

Lf}ﬂ,1(u’le1’Xz""’xe)=z(€p?)(u+x1+x2+....+xe)"'“ v

JrZ(f“f)'z:.'\’q('sgr+f;1-1-xz+...-}-ziz:€)'{M

e, per conseguenza,
_ 1 g=1 1
t%p(u'le1:xzsn¢33)= ;(u+xf+uﬁxe+v) + a(v+x1£“+

. -
+"&X8+u) .
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Con c¢id & dimostrata la seguente notevole iden
tita:

A —'1

: -
(6) qu+x“1+m+x“A) (v+xﬁ4+m+xﬁr) =

e 11 1)
= (VR HR et R ) (E + =

Se in gueste identitd si pone X,=X,=...=Xp=1,
8i ottiene

! -1 -4 -1
(7)Y )\fﬁz(m)\)'\ (vﬂu)” :(u+v+8)e (i_ + :3;) ,

dove, nel membro a sinistra éfkmgwh e la sommato=
ris si estende a A=0,1,2,..., . _

Se si portanc a destra i termini della (7)cor=
rispondenti a A=0 ed a A=p, e si pone guindi u=v=0,
gl ottiene:

g1 M Bt p-2

A I e
a8 A =2 ..q)...._._.._
(8) = Al ! (p gt

IV. Congideriamo ora inocltre la somma
. A= jA
(9) L}}1’o(u’le1 ’X'z?---yxf)ﬁz(ll+xd1 "I'AU'E'XO(,\) <V+Xﬁ4 “%"--"l'xﬁr\‘

e dimostriamoc che egsa possiede il valore

e 1 . s . .
(u+v+x4+...+x8)..a ; cosicche sussista l'uguaglian

za
O) A~ Iz . ¢ ) 1
( 1 Z(H+X¢1 +".+XD<)\ ) (V+X,r31 +'“+Xﬁyf ) ;(u-i‘v-i'X,‘ +...”"'X€ ) ;:1-

Se supponiamo come gia dimostrata questa egua=
glianza per 1l caso di p-1 variabili Xy9XggeesXpoqs
dalls formola (3), scegliendo a=1, b=0 segue
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KGR AT S SN 1 Xp)=
=V W4,4(H’V\X1 ey X )+inLP4,a-(u3V+XL !"‘!XL--ﬂxi-\—ﬂ'--’K@)

' -1 1 o _ A
=V (UHVHE , +etXp ) (-1-}:1— ;)a-&q (u+v+xt+x_4+...+xe ) n

: ¢ 1
=(WHVHE, +Xpte o= ) = -

Dallt'ipotesi che la eguaglianza (10) sia vera
per pg~1 variabili, segue dunque anche la sua vali=
dita per p variabili. Ora, siccome per p=1 si ha

- ° 0 1
%p(u,v\xﬂr-u vz )+(uix,) v ={u+v+x, ). =

cosl l'equezione (10) ha luogo per ogni valore di
- _ _

Se in questa equazione si pongono X=Xy =ouo=Xp=1
81 ha '

£ !
_ g k=4 3 P9

Se gl portano dall'altra banda i termini del=
la somma (11), che corrispondono a A=0 ed a A=p, e
guindi si pone v=0, si trova

(12)2 (_1;;\4—;\)}\—1 ﬁ:}: g! H(Uﬁ‘f)e “86)% »-(u+f)€—4‘J .

V. In virth delle formole (2) e (3) si possono
esprimere Y, ., e Y,,,, mediante Y, , . Colls repli
cata applicazione di quelle formole gi pud percid
esprimere Y. , mediante ¥, , quando 2 e b sono dei
numeri interi positivi. Cosl, p.es., esprimendo A

W2

mediante Y, ,, e ricavando dalls formola (6) il va=
Clore div, ,:
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A- ) -
(15) u.vqaz=u.v§:hrwgq43..+qu) : (1~cs-+3s:,31 +.,.+x,5Ju)’”a

2 (urv)’

-3
yeY: w(u+v+x1ﬁn+x€f

=(u+v.+x4-s-...+xg)~

£
Y x; (urvex; )

1
Vi. Le formole sviluppate ci permetiono ors 4di
mostrare che l'egquazione (8) del par.6 della FParte
Prima della memoria 8i muta in una identita,se per
£k, Ky .00,k ,) introduciamo l'espressione (9) im=
mediatamente successiva. Con guesta introduzione,
1'equazione (8) divisa per

_ f: KAt k;%+1
i . 1
(ntp=3) 1=
¢ oy K !
si trasforma nella seguente:
p=-3 o-4 (k4 +k2)k1 e k1! k?_2
o= )= .
(14) 07 (nep-2)=n ) (i, +k,) | L R ke

4 2

1 k! Kyt |
+Z'§I{—1F‘:‘” pr(l’:1lkz’oa-,k€),
_ =1
1 dove il significato di y (k,|%k,,...;k,) & evidentg
ﬁ mente espresso da '
' (15)
q;(k1lk2,m,k€)=

r‘r'-H SSH A-2 -2

r ! s !E:(r+kﬁ+”+K“g (S+k®+m+k@) '
La sommazione & estesa a tubtte le separazioni

di ?2!{°'?keiﬂ due gruppil Ky, 100008y, © kﬁd,...,@%

ed e s=k,-r.

~ Secondo la formola (13) & ora (poichd

rHstly to vk =k, Ryt tke=n).
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(16) q/r(zs1|k2,...,k )=

= = SN L T (1 1 ).
ris! a T Z:k (k TE )rfsf r+kbi_s+kL

=2

Se si congsidera la formola (8) e si nota che

k-1 p g k,=1 T 8 1

2: r s 1 r 8
ris! r+k;, z: ris!l s+k; ’

T=4 r=1

81 ottiene oramai
k, =4

(17) > wgk |k ,9000skp)=
vz Kq

3

7' S

-1
-3 -4 1
=2(k, - 1)_1———_ﬁne o’ z: Kk, (e, i) E: ! s’ Pk,

Se introduciamo questo valore nella (14) e di=
vidiamo l'eguazione risultante per nf=* s, risulta

(18) n(n+p-2)=

k, +k,+1
Z(krﬂcz)d ¢ k,! k! [ ) -
LT Tk g e o)
1 2
- Z‘{)(k1 ’1{2)
dove, per brevitié, si & posto
k, !
(19) y(x, ,kz_\_‘l): . lp (e, +k,)
;_ kq 1
k1"1 r g k: . k 5'
TS 1 1
J;L 1 b— .
2;145! T+, ¥ k 4(k ey ) Z: f'S? r+k,

2

Nella prima somma & s=k,-r, nells seconda e s=
=kK,~r. Le sommatorie della eguazione (18) si esten
dono a tutte le combinazionl e due a due del nume=
cEUN 0 N
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Ors si possono esprimere le somme entranti nel
la (19) come derivate. B', per es., la prima somma
come Tacilmente si riconosce, eguale =

kz"" k‘i"k-’l

. k,— .
e AR
zzj . — - s(s=k, +k,-r),

sl k,! X,

-1
ka r=1

dove, dopo aver eseguitas la derivagzione, & da pors
re u=s-kK,.

La sommz chiusa in parentesi quadre &, secondo
la formola (12), eguale a

i, +k, X, +le, =1

(wik, +k, ) (i, 4,)" (w+k, +ic,)

1
(k,+k, ! U (k, +k, )1 ’

Se si seostituisce questo valore, e guindi sief
fettua le derivazione, osservando che &

g _ [ .1..] 1 -1 (n4+1-7) 1
o b B 12_1 (n+1-r)! u”
si ottiene
kz T4 (LH‘R' +Ic )k1+r
-1 Yt {=1) ! 2 et - Ity el Y1
(k, 1)}22 (k,~-r)! (k,+r)! u’ #(=1)7 (1)
k., +k2 k
(k, +k, ) 1 (utl, +k,p) 1 k1k4

(k,#k,0t K 7 (e +k,0k,! ~ Tk, K,

¢ ponendo gui dentro u=-lc,

e g, —1)1 2 BTy KT
“ rls! r+k2_f X K2 zz (k,+r)! (kzur)
' k, lc2 k Ky
‘ (1{ 1)! (k*! "!‘1{22) 1 X4 ! 1 k4
T 2"‘- . hind - wT— b

(k, +k, )! kzkz (y+ko )kt ko k!
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, kg~ I‘TSS 1
Il valore della somus, 3 TisT ik nasce di
qui collo scambio 4l k4 e k,. Sostituendo questi va
- lori nella (19), risultas
Bee rm—— e (2
. kq k,
L -7 Kotr k, vk, +1
k, " ky K, e, 1 (k)T
+ +2
z; {(k,=r) 1 {ko+r )t k1k1k2k2 (ky+x2)!
—1{42 ‘-}.{1 —2(k1+k2 ) *
‘Siccome ora &
ko k1k,vrk2k2 k, Kk, k1~rk2k2+r
;i; (k,+2) 1 (ky—-r)! ZE:(k1-r)£(k2+r)!
e T k
('kq-_i-kz)k1 K 1{1111{2 :
T TR, +k,) | T X, kL] '
cosl si ha _
10, e, (kg 4k, )51 T2 E
(21) ¢l I )= 1, Ky, 2 (e vyt ~2(katie).
2

Se finalmente si pone questo valore ai ¢k, ,ko)
nelltequazione (18), si riduce la nedesima,come S

bito si riconosce ad una identitd. Percid 1 equa =
zione {14) & anche un'identith,il che era da dimo=

agtrare.




