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. D'oh_b Fégalité (A) est S

nn—1y n(n -+ 1)

“2 gD gl
T (=2 1 5+ (1-3) "
ou, pour abréger:
Ag+B=A'q-}B.
" Or:
nin—1
. 3%*—) , B:n-n(nui)z—?ﬁd—ﬁn,
r_i:i)n_
= 2—-——.A
¢
win+1) 31
Ba:_(_g___)_.~(_2 )n_,::wnz—]—2n=B
ete.

Je voulais avssi, Monsiear, vous soumettre quelques remarques togchant 1a
Note de M. Lereh; mais le lemps me manque. Permettez moi, seulement , de
vous faire observer que la formule (supposée exacte) resulte de ceci:

(19 LT@) + LT (y) =L{r(m Iy ] ;

(2% LP(m):(m—%)Lm—w+%L(2n)+w{m)

» dv ]
@) =2 | —=—— arety —
(@) [0 v _ gaz

w(x) étant la fonction de Binet (¥).
Liége 4 décembre 1893.

{*) Recherches sur la constante G et sur les intézrales eulériennes (Académie
de Saint Pétershourg 1583). ' '
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SUTLE SUPERFICIE DI RIEMANN
CON DATI PUNTI DI DIRAMAZIONE
MEﬁORIA :
D1
AL HURWITZ
(in Zurigo)

@ VERSIONE ITALIANA DI ALBERTO BRAMBILLA

con note dell’ Antore,

Dai Math. Annalen , vol. 39.

Ho appena bisogno di poerre in rilievo Fimportanza fondamentale dei mio tema
per la teoria Riemanniana delle funzioni algebriche. Tattavia, questa teoria ha per
punto di partenza le szperficie di Riemann costruife grafiecamente sul piano deila

_variabile complessa, e soltanto piir tardi si passano ad esaminare le funzioni, che

da questa superfieie vengono determinate.

I1. problema qui trattato, anche in lavori che si rannodano a Riemann, &
sfato in molte maniere in parte sforato, ed in parte —ma per easi molto parti-
colari — esaminato profondamente. Devo cifare prima di tutéi i lavori di J. The-
mae, specialmente la Memoria « Beitrag zur Theorie der Abslschen Functionen »
comparsa nel vol. 75 del Giornale di Crelle, nella quale si fa vedere minuta-
mente come la superficie Riemanniana medesima possa assumere le forme pin
varie cambiando i tagli di diramazione, ¢ come, per un giro completo di uno dei
punti di diramazione, la superficie possa anche ecambiarsi in un’ altra sssenzial-
mente diversa. Dal easo particolare della superficie a tre fogli tratta la Dissarta-
gione di H. Kasten (Gottingen , 1876). In essa, il numero delle superficie essen-

zialmente distinte a tre fogli con » dati punti di diramazione ascende ad g(3“‘2-l);
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accade perd il fatio strg ano, che I'Autore ritiene questo numero soIt,mto come un
limite superiorc del numero da determinarsi.

Inoltre devo citare i lavori di F. Klein sulla trasformazione delle funzioni ol - - - oot

littiche (*), ls Memorie, che a quelli si riconnettono, di W. Dyek sopra la‘costru-
zione e la disamina del gruppi e delle irrazienalita per superlicic Riemanniave re-

golari (**), come pure lo serilte di ¥. Klein « Ueber Riemann’'s Theorie der al-

gebraischen Functionen wnd threr Integrale » (Leipzig, 1882), in cui fu toccato,
a pag. 6%, il problema di costruire tutte le superficie di Riemann con dat punti
di diramarione,

I rimanenti lavori, a me noti, che trattano il presente tema o stanne eon esso
in pi o meno siretta connessione, sono i seguenti:

I Lirot « Note iwher Verzweigungsschnilte und Querscnitle in einer Lie-
mann’schen Fldche » Math. Ann., Bd. 4. -

A, Clebsch. « Zur Theorie der Riemann’schen Flichen » ib., Bd, 6.

A. Eneser. « Zur Theorie der algebraischen Functionen » ib., Bi. 29 (***).

D. Hilbe rt. « Ueber binare Formen mil vorgeschriebener Discriminante »
ib., Bd. 81,

L. Sehlesinger. « Zur Theorie der Fuchs'schen Functionen » Crelle’s Jour-
nal, Bd. 05 (¥***),

Ora, se & cosi stato sfiorato il problema di

« Ricercare la tolalild delle superficie Riemanniane ad n fogli , le quali

sono diramale in modo presiabililo in w dali posii »,

sembra che esso, tuttavia, non sia stato trattato [finora nella sua generalitd.
Rispetto a ¢id la maggior parte dei risultati a cui sone pervenuto dovrebbero
esser nuovi. Fraftanto, mentre mi oceupo dellesposizione di questi risultati, devo
pregare anticipatamente di indulgenza il lettore. Perchd, sebbene per lnngo tempo
io mi sia occupato molto profondamente dell’ argomento, ancora non mi & riuscito
di portare in ogni caso al termine desiderabile i problemi, che mi si presentas
rono. Le questioni, aile quali pid particolarmente ho rivolta la mia dttenzmm
somno Ie seguenti :

(*) Cfr. specialmente : « Ueber diz Transformation elfter Ordnung der elliptischen
Funclionen » Math. Annalen, Bd. 15, pag. 533 e segnenti.
(**) Inaugural-Dissertation, Miinchen, 1879 ¢ Math. Ann., Bl 17, pag. 473 e
seguenti. :

(***) Cfr. = pag. 180,

(**¥*) Cfr, a pag. 185 e pag. 194. Le osservazioni che vi sono esposte sono perd
inesatte, perehé esse hanno per base il presupposto che le superficie Riemannizne

conterplate dall'Antore siano determinate univocamente dai loro punti di diramazione.

H
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I) Qual’ ¢ il numero N delie supf'lﬁcle Riemanniane ad n fogli, che sono
dn‘amate in 2 posti dati ? _

-II) Qual’ & il gruppo delle equazioni algebriehe di glado N da cui dlpende
la determmazmne di quelle superficie? -

1) Quante sono le radici reall di questa equazione, e guante le coppie di
radici imaginarie copingate , nell’ipotesi ehe i w punti di diramazione siano in.
parte reali, in parte imaginari a coppie coniugate ?

' IV) Quali sono, nel casi pin semplici, le funzioni algebriche, che definiscono
le N superficic Riemanniane ?

Aggiungerd pilt tardi, in Juogo opportuno, le determinazioni pilt prossime di
questi quesiti, che senza di cid resterebbero in parte indeterminati. A questi que-
sitl corrispondono ordinatamente le prime quattro parti della Memoria. Nella
quinta parte io tratto , colla massima brevitd, di una generalizzazione ovvia del
presente problema, |

B

PARTE PRINMA

DETERMINAZIONI DI NUMEROQ,

§ 1.

Introduzione della superficie Riemanniana.

Era essenziale per le mie ricerche di considerare Ia superficie Riemanniana
come una forma definita in modo puramente topologico, qumdl affatio indipendente
dalle funzioni che vi si distendono sopra.

Corrispondentemente a questo modo di vedere, Ie soluzioni del problema di
determinare le superficie Riemanniane, che posseggono dati punti di diramazione,
sono forme topolomche & nou sono quantitd numeriche. Esse mutansi in queste,
solo quando al posto delle superficie vengono introdotti come incognite quei va-
lori numerici che caratterizzano completamente le singole superficie. Ora lo pongo
la definizione della superficie di Riemann ad n fogli, eche & diramata nei punti

gy @y o del piano E dei nameri complessi, nel seguente modo :

Nel piano E si tirino da un qualunque punto O ai punti @, a, , ..., @w delle
linee ) »

L,,Ig,...,fw,

le quali non seghino sé stesse, né Vuna I'altra (fuor del punto 0), Lungo quesie
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lince si tagli il piano &, onde questo ;mno si muterd ne] piano E”"‘ Il piano E*
& limitato dai 2w orli- del tagli eseguiti. L’ ordine di successione delle linee
by lys . ooy lo sia scelto in gnisa che, in un giro negativo intorne al punto O,
gli orli si succedano nell’ordine

l.]+ I~ ?2+ L™ .. lot Tw™. ™*

S1 depongano ora uno sull'altro n esemplari del piano E* e si indichine, in
una qualungue successione, come 19, 2% ., quwe foglio. La superficie di Rie-
mann nasce ora convettendo fungo i tagli Iy, 1, ..., L gli n fogli Tuno al-
Paltro nel seguente modo. A ciaseuna linea

la,l‘):"-a[w

si coordini una sostituzione

Sl}S21"‘sSw

di n elementi, Se, per es., &

Gy s Oy 0 s oo,y Uy

si connettano lsngo il taglio &, gli orli positivi dei fogli 1,2, ..., n rispetti-
vamente coi negativi dei fogli @, , &, , .., «,, cosicché con un giro positivo in-
torno al punto a; in generale si perviene dal foglio ¢ al foglio a,.
Le sostituzioni 3, , 8, , ..., 8 , che si sono scelte per produrre Ia super-

ficie, devono soddisfare alle seguenti due condizioni

1) Mediante le sostituzioni deve esser. possibile il passaggio da ogni ele-
menlo ad ogni allre.

II)y L' insieme di tutle le soslitiziont deve produrre Pidentilt, deve quindi
cssere

S! 82 « Sw = 1.
La prima condizione, che pud anche essere enunciata cosi: 1l gruppo gene-.
(*) Nell'esecuzione di un taglio, T'orlo a sinistra del taglio riesee indieato come

positivo. Finalmente chiamasi « negativo » un giro intorno ad un punto nel senso
degli indici dell'orologio.
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rato da 8, ,8,, ..., Sy deve esser transitivo, ha per conseguenza che la super-
ficie costruita si connette a s& stessa. In conseguenza .della seconda condizione .
per un giro-intorno al punto ‘0 woi s ha nessun scambio di fogli.

Come si vede, secondo la definiziene qul- dam, una superfieie di Rlemann.
é completamente determinata se noi diamo :

1) 1 punti di diramazione @; , ¢a, .« ., Gu.

25 Il punto O e le linee I, , 8, , ..., Lo uscenti di esso.

3) La numerizzazione degli n fogli E*.

4) Le sostitozioni S, , 8, , wv Sw coordinate alle linee 1, , ly, ..o, Ly

§ 2.

Confronte di superficie Riemanniane—Cooerdinamento delle superficie
' a a sistemi di sostituzioni.

Consideriamo ora du¢ superficie di Riemann F ed T, che vogliamo sup-
porre coincidenti nella condizione parziale (1), ciod dotati dei medesimi punti’di
diramazione. Imagmlamo nel piano E un punto A diverso da questi punti di di-
ramazione, e .consideriamo i cammini W che incomineciano e finiscono in A senza
passarg per aleun punto di diramazione,

Ora se © fogli delle due superficie F ed ¥' si possono numerizzare in guisa
che lungo ogni cammino W i fogli di une delle due superficie subiscano esal-
tamente gli stessi scambi dei fogli deil'altra superficie, le due.superficie verranno
riguardale come non diverse. In caso contrario le superficie si considerano
come diverse.

~ Bi dimostra facilmente che due snj'perﬁcie -le _quali secondo questa conven-
zione si comportano come non diverse, si comportano pure come non diverse se
al punto A si sostituisce un altro punto B qualunque. Inoltre risulta chiaramente
dala nostra convenzione, che si ottengono gid tutte le superficie diverse coi punti
di diramazione @y, 0, , ... , a», se delle condizioni di determlmzlone L, @,
(8), (&) si scelgono in tutti i modi soltanto le ultime, ciod le sostituzioni
81,8y, ...y Se, fissando una volta per sempre le rimanenti eondizioni.
‘ Per conseguenza otterremo tutte le superficie Riemanniane coi punti di dira-
mazione @, , dg , «uv , G determinando tutti i sisterni di W sostituzioni

Si,S2,-.-.,S'w

che soddisfanno alle cond;zmm M e n.
YOL. XXXI 30

\
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A due dilferenti di cotali sistemi

S],Sz,.‘.,sw
ad

F Ay
8, 8,, ..., 8

corrisponderd manifestamente una medesima superficie di Riemann, guando, o
soltanto allora, siano i tre sistemi trasformabili uno nel'altro; eiod quando esista
una sostituziope T tale, che siano

S;=TSH 17", 8=T¥,T, ..., Su=T8WT"

Perche soltanto in questo ©aso, con un'oppartuna numerizzazione dei fogli, si pud
ottenere ¢he sopra ogni eammino chiuso passante per O i fogli delle due super-
ficie subiscano i medesimi scambi. Noi riassumiamo gueste considerszioni nel se-
guente teorema : -

. Se st fissano le linee I, , 1, , ..., Iy, che da un qualungue punfo 0 vanno
(v Punlt &, , 8y , oo . aw, le superficie Riemanniane coi puntt di diramagzione
#, 8y, oo, Bw SUNO wniVocamente coordinate ai sistemi di w sostiluziont

Si!SZS"'SSw

soddzafacemb olle condazwm () e (A1) del § 1, dove (uitavia sono da riguardarsi
come non diverst due sistemi trasformabiti uno nellaliro.

In seguito fo designerd le singole superficie F mediante il sistema delle so-
stituzioni ad esse coordinate, quindi porremo

F=(8,, Sg s v, S’w)-

Se perd fosse richiesto di far risaltare nella notazione le Tinee I, 1, ,..., .
] scrlvnrb

Secondo quando precede la superficie

(Sir ? Sa’ T SW’)

| 3O 238 3¢
& identica alla superfieie = - : ' e

(Sl R S2 3 .'.-..' L] Sw)

“quando esista, ed allora soltanto, una sostituzione T soddisfacente alle equazioni

S,/=T8,T , §'=T8T*, ..., Seu'=T8T™
Consideriamo una qualungue dells supér‘ﬁcie' ad n fogl
(Sl * gz 3 e ' ] Sw)

col punti di diramazione @, , @y, ..., Gw. Evidentemente la sostituzione 8; da
subito il « modo » della diramazione nel punto @, ciod la sostituzione lascia ri-
conoscere senz’altro in quanti eieli si raggruppino in a; i fogli, e quanti fogli con-
netta ogni sthgolo eiclo. Per es., il punto a; sard un punto di diramazione sem-
plice, se la sostituzione $; sard una trasposizione, ¢ solianto allora. Se quindi
poniamo i problema di determinare tuite Ie superficie che nei punti Uy lg, vis 5l
sono diramate in modo preseritto, dobbiamo cersare tutti 1 sistemi- di w sostituzioni

815 Sya e Bu

o

soddisfacenti alle condizioni [} ¢ 1I), dove per ciascuna.sostifuzione & anche pre-

seritto il numero dei cicli ed il numero degli elementi contenuti in ciascun ciclo.-

Dovendo, per es., determinare tutte le superficie che nei @ punii sono diramate

semplicerente, noi dobbiamo costruire tutti i sistemi di w trasposizioni

P A

che soddisfanno alle condizioni I) e II) del § 1.

Noi dobbiamo rivolgere anzitutfo la nostra attenzione a questo caso, in cui
tatti i punii di diramazione devono essere semplici, ed in proposito dobbiamo
trattare della determinazione de} numero di queste superficie. Secondo quanto pre-
cede possiamo dire:

Il numero delle superficie Riemanniane ad n fogli con w dati punti di di-

remasione semplict coincide col numero delle soluzioni dell’equazione

() by fy v 0w tw=1

per mezzo di w trasposiziont t,, t,, ..., tw formate con n elementi e che per-
metlano il passaggio da ogni elements ad ogni altro.
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Due soluzioni dell'equazione (1), che siang trasformabili unzi.nell’altra,.devono,
inoltre, riguardarsi come non diverse. '

§ 3.

L

Numero delle rappresentazioni di una sostituzione mediante un predotto
' ' " di w trasposizioni.

Il determinare il numero delle soluzioni della equazione (1) nella loro dipen-
denza da % & w & un problema molto complicato, e soltanto dopo molte ricerche
infrutiuose mi & rluseito di otfenere un risultato in qualehe modo soddisfacente.,
Anzitutto mi occupo del seguente problema, che forse offre gia in 88 stesso un
interesse : a

Si vuol sapere in quanti modi possa esprimersi una date sosiliuzione S
fra n elementi come prodotto di w Irasposizioni.

Il numero cercato potrd indicarsi con

{8 Jw.

In generale, indicando con ¥ un sistema qualunque §,,8,,..,8, di quelle so-
stituzioni, con [Z}, non vogliamo intendere altro che la sommng

[Side+[Selo+ . . . + [8; ).

Dopo di che, [E], significa il numero dei diversi sistemi di trasposizioni L P
che soddisfanno alla condizione che il prodotto 1,4, ...1, si trovi nel sistema I.
Osserviamo subito che questo numero possiede le seguenti propriet :

In primo luogo & :

(E]w =171 £ T}y,

quando T' indichi una sostituzione arbitrariamente scelta ¢ T1XT quel sistema

di sostituzioni che nasce da % mediante la trasformazione di ogni singola sosti-
tuzione con T.

In secondo luogo, se
71|Tg,-‘.,'ﬁp

- nn—1) o . . .
indicano le p= —(—w-z— trasposizioni prese in una successione qualanque, &

() [Zho = [%ty o+ [ETgJomt + . 0 + [Etp]t.vh—-l

(21 )(

intendendo con Zt; quel sistema di sostifuzioni che nasce da X moltiplicandone
ogni sostituzione per v, Consideriamo adesso un particolare sistema ¥ : guello
formato nel seguente modo. Decompoiiamo il nimero = in una somma di * nu-
meri positivi ;

=+ V..V, ,
che ordiniame per grandezza in goisa che gia

‘;'12"22"32 vee 2V >0

Corrispondentemente a questo speszamento separiamo gli » elementi, con cui
formiamo- le sostituzioni, in qualunque modo in # gruppi

mtz“az,...,oty! HC T @yg;...;l,,?\z,...,lyr,

di cui il primo contiene v, elementi, il secondo v,, .., I'ultimo ne contiene Yo
Indickiamo inoltre con

p,:r(a,,az,...,a,,i)

il sistema di tuite le v,! sostituzioni che possono formarsi cogli elementi a,,04,..., @ .
1

Cosicehé questo sistema deve ridursi alla identiti se & v, =1. Ognuna delle no-
tazioni :

T‘2=T‘(E5uﬁz,---:9y2) ey Pr=.11(11’)‘2" "’lu,.)

possiede significato analogo.

Finalmente indichiamo con 8 una qualunque delle 4! sostituzioni che si pos-
sono. formare con tulti gli » clomenti,

Il sistema Z, che noi consideriamo, sia ora il sistema delle il ! so-
sti:tuzion'i' -

(8T Ty. .. 1)
per breviti diremo che il sistema (ST, Ty ...T,) ed il numera (8 Py Tg e Pplwo « ap-
partengono » allo spezzamenio (v;, v, ,...,v,) del numero n.

Ora, per. la (2), &

) [STyTy e Tlo = [STy Ty o Ty Tkt ko o + [STyIY, o T Tolwo—t
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" I ‘secondo membro di questa equazione si pud wettere in forma conveniente
- pel nostro scopo. : : : .

Prendiamo anzitutto una trasformazione © formata con due elementi &, 0con

dug¢ elcmenti §,.., o con due elementi L: & evidente che il sistema
ST Ty
conterra esattamente le stesse sostituzioni del sistema
(87,7, ., . T
Queste trasposizioni t forniscono quindi al secendo membro della -‘(3) il con-

tributo
v, vy Ve .
[+ ()4 s (2)].&1*11; e Tty

V(v — 1)

. . A
dove, secondoe T'uso, & seritto (2*), che DET 5 -

Prendendo inolire quei termini del secondo membro della () i quali corri-

spondono alle trasposizioni
. o ) _ g
"‘_(a'lgi) s T ‘—(aaﬁi)a'-'it _(ayiv_\‘l)’
essi danno complessivamente il contributo
(Sr Ty, ..., %, 2 B T oo Tlumt = [STy Ty v Dluo
perché le sostituzioni
LY, 0, ..., T, 1(”'),

formane , nel loro insieme, il sistema I'(z,, .., &y s f,) diminuito del sistema
=Ty, ..., ocyl). In seguito a cid Ie trasposizioni del tipo (@2) forniscono al

secondo membro della (8) il contribuio . .

L . .
k -2;.,: [S Pg P(al ,' e avi y @‘l) P3 e Pyr]w_] - Vz [S I‘l P2 “ pr]w_l »
Analogamente formiamo il contributo che forniscono le trasposizioni dei tipi

Y e (@) 5 B e B,

)(-239 X
rispettivanvenie , ‘ed ofteniamo in tal modo .

: I [SF,‘I‘Q i Pf:ha -‘—-“'f“ [SI‘,Pz ‘e Pr}w__.t-

|

. ca, T e o I e
[ + ;fi T8I0, 3 e Ty Jw—1+ 25 [SI‘3F(0(,'\’,;)I‘z...Pr]w_1+.,,+llfi [ST, (a2 ) Tyl
.1" ’ A .

W L A ST et BISITE )T, s

+ EZ' [SP1‘P (E ) }‘i) e Prﬂ2]w—i ?
1 .

@
dove ii faltore 7 ba il valore

(5 f= (‘;‘) + (‘;")+ ---+(”§')—*(v4 +2%+ 3y f et rv) 0.

1 significato dei rimanenti simboli usati nel secondo membro della (4) non

righiede nessun maggior schiarimento.

Del numero f diremo che « appariiene » allo spezzamento (v, ..., v,) del

HUMEro . ] #
’ Ora, i singoli sistemi che entrano sotto i segni di somma nel secondo membro

della (4) si ponno decomporre come segue. Consideriamo, per es., il sistema
(SryT(a, ). T
noi 1o pos-siamo éomporre col seguenti sistemi:
(SP(Bay v By T, B Tyon T

ST BIP(E BT T

. . . . . 4 [ . . . . + . . 3

S &) T @, )T, 5. T

ognuno dei quali appartiene alle spezzamento (vp+1.,ve—1, vy, Verpyy) dion
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- di somma, nol riconoseiamo che al secondo membre della medesima (&) si ottiene

una somma di numeri appartenenti rispettivamente ai seguenti spezzamenti di n:.

Ot vl Ve V) 5 O, 9 %=y ey W) 5 s (D, Y Vg e 9,1

O Vbl V=1 %) 55 O, Vb L, Vg ey 9p—1)

(Vl;\’z,vss"'svr-l‘l'l3"'7-—1)'
. IQuestl spezzamenti possono chiamarsi contigui allo spezzamenta (Vy,Yg, e V).
Si dimostra ora senza difficoltd che il namero f appartenente allo spezzamento

(M1 s¥2senn,,) 8 pill piecolo del corrispondente numero formato per un qualungue
spezzamento contiguo (*). Quindi, se denotiamo con

/AN AR

i numeri ¢he appartengono agli spezzamenti contigui di (Vg sYs,evs 9, inolire con
fi” , fz”s -

quei numeri che appartengona ai contigui dei contigui, e cost via, il numero bf

sard pit piecolo di ognuno di questi numeri [N TR Y P
Da cid si riesee ora a concludere, che

[SEaTy v Pdo == of ¥ b o) (R 4 ¢ (/5 4 oo+ 0 (fy o 4 ¢ (fa"det

dove Ie. c.,e ’ ca’? vees €’y 60", .00 denotano numeri razionali indipendenti da w.
Supponi?mo gia dimostrato ¢id per tntti gli spezzamenti contigui a (vy,vy ,e, v,).
Allora, in virth della (4) sara '

[5 T, Pr]w:fw'{s T, Pr]w—! +2Z &y h(fl(k))w—i '
ik ’

dove i coefficienti d;, indicano numeri razionali indipendenti dal numero w.

(*) Veggasi il n.% 1 dell’Appendice,

Decomponendo in 5imil modo tutti i sistemi che entrano riella.(é)' sotto i segni .

_ SO 241 )
Se in guest equazione. poniamo successivaments
q q p

Cw=1,2,8, .. ., w

e combiniamo tuite le equazioni cosl ottenute, troviamo

[ST4Py e Tdo = [0 ISPy o Ty 5 B dy {1070 4 79— 10 e (£
s

Poichd f ¢ diverso da ciascuno dei numeri £, la somma, che appare nel
secondo membro, si pud metter nella forma

' da
2 P2k i~ (e,

ik
L]
e con c¢id ofteniamo

ST Tles=ef+ e/ (" + & () +. ..
dove le ¢,¢,, ¢, ... indicano dei numeri razionali indipendenti da w.

Per completare In dimostrazione bisogna mostrare ancora, che colla conti-
nuata formazione degli spezzamenti contigui, si arriva finalmente ad uno spezza-
mento per il quale vale il teorema da dimostrare.

Ora nel passaggio da (v , Vg, ..., V) ad un alire spezzamento eontiguo,
uno degli v numeri v;, V3, . .., v, Viene anmentato di un’unith. Alla fine dovrd

pervenirsi allo spezzamento, per il quale sono #=1 ¢ ry,=mn, il quale non pos-
siede nessuno spezzamento condiguo. Per questo spezzamento si ha

o= (2=,

ed il corrispondente sistema (STy) consta di tutte le n! sostituzioni. Ora, poiché
ognuna delle f* combinazioni '

Ly o oo lw

di e trasposizioni appartiene al sistema (314}, cost & in queste caso

(S0 Jw =f*,

con che la dimostrazione ¢ finita,

YOL, XXXL . 3




Applichiame adesso il risultato ottenuto allo spezzamento
n=i+ 14,0041 - {r=n, \Jl.z_vz:—. . _._.:.."\..!n: I) _

Qui il sistema [ST, T, ... T,] consta di uma sostituzione §; ed il numero
[STy Ty ... e & quello delle rappresentazioni di S come prodetto di w tra-
sposlmom

Con che noi trovmmo 1] seguente teorema, il qua]e rlsohe fino ad un certo
punto, il problema pmposto :

« Il numero delle rappresentazioni di una sostituzione § di n elementi come

.

prodotio di W {rasposizioni ¢ eguale o
e hi"+ b+ L R,

dove & NUMeErs ¢y, Coyuuvy €, Iy, 000, §, non dipendono da w. I numeri
€4, By, 0.0, 0 dipendono razionalmenie dalla sostituzione S e dal numero o.
Invece ¢ numerd £y, fy, ..., I sono interi che dipendono esclusivamenie da n

e sono formati nel seguenle modo. S supponga scomposto n.in Lulti ¢ modi pos-'

sibili in somma di numeri inleri positivi

n=v,4+v4 ..+ Y,,

-dove & supposio

MDY .. 2y, >0,

e si ponga
1 el
£ vy (¥, ) L IV,.(V, 1 — W+ 2%+ .. ry) 4

2 4

I numeri f nascenti in gquesto nodo sono'appunlo quellt sopra indicali con
PR MU _

Non mi & riuscito di caratterizzave plit da vicino la dipendenza del coefficienti
G5 €, ..., 0 da m e dalla sostituzione S, sehbene gli sforzi miei in proposito
i Jasciassero presumere una legge semwplice di formazione doi medesimi coef-
ficientt.

Si dimostra facilmente che i numeri 7, ,f,, . .., f; (esclusi quelli che sono
nulli) sono due a due eguali ed opposti,

~Questa circostanza si poteva anche dedurre dal falto, che una data sostitu-

243 n
zione 5 & mpplesentdblle o so]tanm medlaﬂte un- iamero p(m o ‘:olmnto con un
numero . dlbpdll dl hnsposmom. o

§ 4

‘Numero delle sx;lrp_e'rﬂcie di Riemann ad n fogli con w dati punti
di diramazione semplici. '

Indichiamo. con
f(w]n)
@ )
il. numero deile zoluzioni dell’ equazione

) ilg o o u tp=

mediante w trasposizioni ¢ , 1, , ... , f,; formato con n elementi.
Questo numero, secondo il pdl‘ﬂ“ldfO precedente, si rappresenta nella fm’ma

(2) fwin) =c,m)[fi(n)]*+ cg(n)r[ F)P + o) ()P
ovvero, pia brevemente
(2" fwin)=Xem- [fn)>,
dove, per maggior chiarezza, abbiamo designate i numeri
€y 9Ciy ey € » Fosfos ooy B
dipendenti soltante da s, cot simboli
Gy, (), .y, i, HOYD, .S )

St pud inoltre indicare con

@ (W] n)

il pumero dei sistemi d&i trasposizioni, ehe soddisfunno all'equazione (1) e permaot-




| Mook
tono ad un tempo il passaggio da ciaseuno deghi n clementi a ciaseun altro. In
forza della conclusione del § 2 & allora -

N=8®]m
!

il numero-delle superficie- Riemanniane ad n fogli con w dati punti di dirama-
zione semplice, escludendo il caso volgare di n=2, in cui &

N=of®in)
7l

Poichd n>2, i ¢(w|n) sistemi di trasposizioni fystas o oo,y lw st dividono [in
gruppi, ciascuno di »! sisterni trasformahili uno nell'altro, ed i n! sistemi di un
gruppo forniscono tutti una medesima superficie Riemanniana. PN

Vogliamo ora esprimere il numero o(w|n) mediante il numero fw| n) a
noil gid noto.

A questo seopo spezziame il numero f(w|n) in sommandi separando gli
F{w|n) sistemi £, , ¢, ,. .., fs in classi. Separiame eciod gli n elementi in un
qualungue modo in gruppi

GZ'G’l,..-,ano'

rispettivamente di n, , By v Mgy ooy, elementi, dove, quindi, &
no'{'n; +n2+‘ ¢ 4 "*“nf:ﬂt,

e coordiniamo ai gruppi G,, G, , ... » G, rispettivamente = numeri qualunque
Wy Wy o ..y, W, che soddisfaceiano alls condizione

Wit Wa + .. W= W

I numeri ny . ny, ..., n, devono tutti esser maggiori di 1 ed 11 RUMETo <z 0.

I 245 X

Contiamo ora in una classe tutti quelli deyli f(w{n) sistemi (f; f, . . . 1,) che
non contencono gli elementl @y s Gy s gy ooy aﬂ . mentre w, delle trasposmmm

Iy s 1y <« vy 1 mettono in relazmne gli elementl by, ..., b”; , W, delle traspo-

- sizioni gli clementi e, ,. .. s o © cosl Via, w, delle trasposizioni gli elementi

biyonos by

Il mumero dei sistemi di trasposizioni (, , f,, .. ., he) contenuti in una classe
ascende, come si riconosee facilmente, a

w!
wy wy sy ) ACA PRI IV c?(w,..lwr).

Addiziomando adesso rispetto a tutte le classi, si ottiens

nl !
Ing Lot )0

@ felm=)T NAARIKOMCALARIEUREN

dove la sommazione ¢ da estendersi a tutte le soluzioni delle equazioni

byttt .o 0, =0,
Wy +wy .. w0, =w,
(%)
(nogﬂ y >, mp> im0, r>0)

Wy >0, we>0,... 0,50

Ora l'equazionesfondamentale (3) si pud invertire (*). E precisamente si trova :

’ r+-1 -1 n! w!
B et = 20" Tl Bl [0 fo i),

dove la sommatoria va parimenti estesa alle soluzioni delle equazioni (4). Poniamo
ora per f@g|ng) ..., flw,]n,) le loro espressioni secondo lequazione (2), e

(*) Veggasi il n.® 2 dell’Appendice.
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sommiamo quindi rispetto a w, , w,,...,w,, rimanendo fissi ¢ T T P L

Nell'esegnimento di questa sommazione si osservi- che Wy o Wy vy, W, SONG 0S-
soggettati alle condizioni w, >0, w,>0,..., 4, >0 & Wyt Wyt W, S W,

¢ si ha da tener conto dell'identitiy facilmente verificabile

2 w! . w w. W, w - w w '
- 1 2 3 .l "
e @y B, "-'-93;- g 3% (S___mi} -+ L(s _mi_wk) — .
Wyitlala ., w,.! Z ik )

dove & posto s=m; + @ + ... @, , e gli indici i, k,.. devono percorrere i valori

1,2,.000,r ().
L'equazione () prende allora la forma

(5 gw|n)==L 0”4 My ey B, {fn) + 71 +. oo+ Fm) ]

dove i coellicienti 0?74 ». 5000 nomeri razionali indipendenti da w, e gli in-
A,
dict di sommatoria n,, ..., n, sono assoggoettati alle condizioni

Myttt oo t+n,<n 5 o>, >, ,n > 1.

?L,(n,-—l)e Ny (n,=1)
— —

o »
&l

Dei diversi numeri f(n,) i pilt grandi in valor assoluto sono —

come risulta dai paragrafi precedenti. Segue da eid che i valori massimi in gran-
dezza assoluta dell’espressione
fn)+r1n) + ... +fm,), )

che si presenta sotto il segno di somma nella (¥), si hanno per r=1 od My =10
€ 80no

n(h—1) ir,'(n— 1)
S ¢+t

Per conseguenza il numero ¢ (win) si esprime nella forma

+ninz)

(6) @ in) = Zg C, sw

sifn—=1)

dove 1 coefflcienti C; dipendono da n, ma non da w-

(") Veggasi il n.% 3 dell’ Appendice.

) 26T )
I numers ¢(wny deve annuliarsi quando sia w un numero dispari, perché
il numero dei'punti di diramazione & necessariamente pari. Quindi sard C.=C,
Avtto rignardo a cid, nol possianmo cnuneiare il seguente teovema:
It numero N delle superficie Riemanniane ad n fogli, che posseggono w dati
punti di diramazione semplici, si pud rappreseniare neuaqforma

) ' n(n —1y\ew
N:Gq'lw+02'2w+03'3”+-- v Cilamny .___2__ﬁ
2

dove i corfieienti o, , sy« - Cuon SONO NUMeri rezionali dipendenti esclu-
e

sivamente da n. . . .
Di questi coefficienti ¢; , €5, .« + 5 Gyu_y) POSSONO aver valore diverso da ze

soltanto quglli i cui indiei sono esprimibili nella forma

Foy +7(m) + ...+ ).

§ 5.

l casi di n=3,4,8,6 come esempi.

Per i casi di n=3,4,5,6 ho eseguito la detcrminazione dei coefﬁclent}
€4+ €y ... & ne raccolgo qui i visultati, Premetto Velenco dei valori dei numerl

f(n) ed f(w|n) per i medesimi casi,
,

7 © I numeri f(n):
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Se il numero f(w}n) indica in quanti modi pud esser t'appresentam lldentlm
come prodotto di w trasposizioni fra n elementi, allora si ha

per n=| fw|n) =
2 |1
3 %.3“’
L %-e 42 9
N UL S (
6 %45w+%-9w+%-5w+%-3w

Il numero N delle superficie Riemanniane ad n fogli, le quali in w posti dati
sono diramate semplicemente, ascende a

per n= Nz
s |1,
3| gt a= T
4~ 2—;5-6%”—%-3“’—3% 2“’%:%(2’“’ —na¥ ey
B R R R AL R AR T
6 ﬁé[_))z.lsw-%o-do%ﬁf—;z)—z.g‘”_z—(gm-vw}z—(;@-e“’
~ggp et g - g -

W29y A
In queste tabelle la w denota un numere poii pos'ij:ivo qualungue,
§ 6. .

Determinazione del numero f(k, , &y, ..., kp).

Il genere p di una superficie Riemanniana ad n fogli, le eui diramazioni siano
equivalenti a W punti di diramazione semplici, ¢ determinato, come & noto, dal-
I'equazione

W+n-2=W.

Se i w punti di diramazione sono tutii semplici, sard We=1p, Ora, poiché il genere
non pud divenfar negative, dovrd il numero N annuilarsi per w=2,4,6,..., 2n—4;
e per w=2n—2, sard I il numero delle superficie Riemanniane 'ul n fogh di ge-
nere zero con daii punti di diramazione semplici. L’ ultimo numero pud essere de-
terminato per altra via diréttamente. A tale scopo trattiamo anzitutto il seguente
problema :

& E dala la sostituzione S fra n elementi, che, decomposia in cicli, pué espri-
mersi con

S=(a,..s ak;) by s bkz) R { P lkp) =0y v G

Si cerca 1l numero

Ty s oee s )

di sistemi di n + ¢ — 2 trasposizioni ty , ... » targa » CRe soddisfanno alla condi-
zione

: &
(1) St’lt2 sas tﬂ'l'?'-! - 1

¢ che permeliono inolire, insieme alla sostituzione S, un passaggio da ciascuno
degli n elemenii o ciascun allro ».
Indichiamo con

Ty s To g e g Ty v

nn—1)

le 5

trasposizioni e coordiniamo il sistema

bily <o tugpe
YOL . XX¥I. 32
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alla trasposizione 1;, s8 & 1, =T, Ad una determinata trasposizione T; sono quindi.

coordinati tanti sistemi quante sone e soluzioni dell’ equazione
) (Sro)tals o v tpppa =1

soddisfacenti alla condizione che sia possibile un passaggio da ogoi elemente ad
ogni altro. '
8¢ ¢(z;) indica il numero di queste soluzioni &, chiaramente

(3) flly s ko s ooy kg) = (1) + “P(Tg)"'- . -+‘P(’fi) +oees

Sia ora dapprima T; una tragposizione, la quale connetta elementi di cicli diversi

d‘L_S, per es. sia T, = (a,0,). Allora sarid

(S”)-;(a,i...akibq...bh)...(li,,,L Y,

i kg
o 1'equazione (2) aved percid f(ky +hy kg, oo , fig) soluzioni. Di qui si intravede,
che le trasposizioni, e quali connettono element di ecieli diversi di 8, forniscono.
al secondo membro dell equazione (3) il contributo

Baly (g - Kog 3 Tg y wue 5 Jog) -+ By By LRy doleg s ey wee s Kg) b

=l ey [y + By s By s oee s B)

dove la sommatoria ¢ da estendersi a tutte le combinazioni dei numeri kg, ky, .0 By

a due a due.
In secondo luogo, sia t; una trasposizione che collega elementi di un mede-
simo ciclo di S, sia per es. 1, == (@, 6;.y). Allora sard

S =gy a B by 1), 500 G O
%, g ¢

dove, per maggior chiarezza, si & seritto a’y , ..., o, in lnogo di @,py - @, - )
: .

Qual’ & ora il numero &1, delle soluzioni della (2), sotto 1a condizione che
Jo sostityzioni ‘

S, ) =T Ty ov v 5 lyspe

permeltano un passaggio da ogni elemento a eiascun aitro? Osserviamo anzitutto

) 281 )(

¢he in ogni caso mon ¢ pift possibile tale passaggio mediante il sistemn

. | | (S‘[‘l), - ’ f:n+p;2'.

- Percht altri_menti nol potevame produrre, conformcemente a questo sistema , una

superficie ad n fogli con
(r—D+E—D+E-1+. . k- Nente—3=2n-1
punti seraplici di diramazione, e quindi di gencre — 1.

_ Ma siceome mediante i} sislema (4) deve essere certamente possibile un pas-
saggio da eiascun elemento

@ b”“'bkz"-.,li"."lkp

ad un elemento @ o ad un elemento o/, cosi gli elementi si separano in due gruppi
soltanto vicendevolmente connessi, In un gruppo si trovane gii elementi ¢y, ... @y,
f

nellaliro gli elementi o'y , ... &,
Mediante il sistema (4) quindi si connetleranno da un lato gli elementi dei cieli

¢,,¢ ,¢ ,¢ ,...,C

*y gy LY N G(;\

tra lorvo, e dall'altro lato si connettano tra loro gli elementi dei cieli

In corrispondenza a ¢id I equazione (2) si scinde nelle due equazioni

‘(0'10‘*

N VD N e r
3 %y

) K
|

(018, o O s, e U=t
Jpl |‘p-

5 3 {"; designano rispettivamente quelle,
tra le sostibuzioni fy , 15 » ««+ » fyyy_y> che collegano gli elementi dei cicli

¢, Ca y oo, C 0 C'y C3 s ey Cg rispeitivamente. Facilmante si
1 “% P [ i

dove Iy , t'y o oo, g e !y, 1

LR
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 dimaostra ehe deve cssere

Sc:r{—k fon 4k FA—1,

. d{ 33\

(6) ,
T=84+k +...+k +p-—-1

\ p T, TET

poiché ogni altra ipotesi condurrebbe ad una superficie connessa di genere nega-
tive {¥). Le equazioni (5) hanno rispettivamente f{r, &, ..., % )ed f(s, Isﬂ yeee sk )
'x"l 0{;‘ :

1 -
soluzioni, e guindl esistono '

(L N R T
fir, 2y . . ‘11) f(s 3, Igp.)

sistemi &'y , ..., ¥y, Uy, ..., ¢, che soddisfanno alle equazioni (5).
Ora, da ciaseuno di quesii sistemi posseno essere formate esattamente

n+4+p—3)!
gl !

soluzioni dell’ equazione (2). Possiamo ecio¢ identificare ¢ trasposizioni qualungue

b bp s e s by @<a’<. . <)

con

' ' '
Py, Uy y oon y 1y,

dopo di che le rimanenti trasposizioni !, nell’ ordine di successione che posseggono,
nel complesso 5, , 15 5, +v. liip-2 SONO da identificare con ", . 1"y , ..., t.
Per conseguenza il numsro ${t,) per 1;=(a; a,,,), & espresso dalla somma

: 3 (nep—3)!
) B, Qoffegrennlty) = 2, %—)- 1O B e s B )P T e g )

dove la sommaboria si riferisce a tutti gli spezzamenti di

R R A

in due gruppi 'TE% s eers k“). e k{gl, ,kﬁ . 1l numero s & eguale a z, — v, i nu-

n

(*) Veggasi il n,° 4 dell’ appendice.
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meri ¢ e T hanno i valori (6). E da osservare, che unelle separazioni in gruppi, si -
devono considerare anche quelle, in cui in uno dei grappi non vi & nessun numero
kyyooisky e coll’alire sono inclusi- tutti- questi numeri.

Incltre al simbelo insignificative f(1) & da attribuirsi il valore 1. Il numero

U (z;) possiede manifestamente il medesimo valore (7) anche per ciascuna delle
. 1potesi ' ' .

T =0y Opye) 5 =0, Qpig) 5 = v v s

cosicehé le trasposizioni, che collegano due elementi a, forniscono al secondo mem-
bro della (3) il contributo

1
Sl ye oo ) 4 Bl ey i) + oo+ B _1(Bily e, R

Qui il Tfattop % compensa il fatto che ogni trasposizione (a; a;) & contata due volte,

ciod una volla come irasposizione (o;a;) e I altra come trasposizione (a; a,).

Un contributo analogo ferniscono ora ls trasposizioni che collegano due ele-
menti b, o due elementi ¢, ecc., cosichdé la equazione (3) assume la seguente
forma :

k-1

-

!
@) fkylgannly) =ch3¢2 [y they , Fgeuny o) + Z 3k %J,.(I),.(i’c,lkﬁ,...,kp).

Partendo da questa formola (8), i0 sono condotfo attraverso una penosa indu-
zione alla congettura che sia

gl Ttl

R
— - o P S N A
(9) flhrrky,oen B = (it p— 21003 TR TR

Byt Byt o oo+ k= m),

Per meostrare come si presenta questa congettura, basta far vedere che 1" e-
quazione (8) ¢ identicamente soddisfatta dal precedente valore di £k, ks, ..., Kyl
Poiché questa equazione permette il calcolo successivo del valore di fik, , fy, ..v . Kp),
partendo dal valor f{Iy=1, il quale & in aceordo colla (9).

Non stard qui ad esporre per disteso la dimostrazione, che ancor resterebbe
a darsi, che I’ equazione (8) diventa un’identith colla sostituzioae (9) (). In ori-

(") Veggasi il n.® 5 dell’Appendice.
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giﬁc ‘mi erg servito a tal’ uopo di aleune identith che ho pubblicato nello Zeitschrifl
fiir Mathemalik urd Physik (*). Pitl tardi perd ho riconosciuto che mediznte al-
cuse altre identith si giunge pin direttamente allo scopo. Credo uhc gueste iden-

{itd possano qui trovar posto, perehd sono di natura semplice.
Se w, 0, % By s e, X designano delle grandezze variabili, si ha

St fx +.o..m U@ re 4o, ... bx WP
oy &) % 54 B2 By

o
=(u+v+w*+.“44%wﬂ(“+")

TR
5]
T4, Fx A .m WM wte @, e o W
LTI %, A P By,
. m,1
= Ut 0+ 0+ @ o) e

dove la sommatoria si riferisce a tutte le separazioni di @; , @y s .., & in due

grappl ¢, @ L, ..., % e @ ,®_ ..., @ .
g %y oy 1 e

§ T

Numeri per le superficie Rismanniane di genere zcro.

Ora & facile determinare il numero delle superficie Riemanniane ad n fogli ¢
di genere zero, le quali soddisfanno alle seguenti condizioni :
1) T punti di diramazione devono esser dafd tulti quanti. .
2) In tutti questi punti, uno cecettuato, la diramazione deve csser semplice.
3) Nell'ultimo punio gli » fogli devono raggrupparsi in my, cieli di n, fogli
glaseuno, my cicli di ny fogli , ..., m, cicli di n, fogli.
Le superflele in discorso sono coordinate una ad una alle diverse soluzioni
dell’ equazionc

-—
-

(]) S(,l tg e i7‘+9_2 =

%y Bd. 35, p. 56, Ueber cinige TVerallgemeinenungen der Leibnizschen Diffe-
rentialionsformel und des polynowmis hen Salzes ». -

3888 )

“ dove §indiea una sostituzione &on mi, cicli di n, elementi, my di ny , .., m

L A L T denotdno trasposizioni.

1l numero p & eguale al numero totale del cicli di 8, quindi
=My + My -+ AWy

Ora, esistono, come & noto,

!
M= mnl

m n w,
mytag Lemglng tea.emytny Y

sostituzioni del carattere indieato, e quindi il numero delle soluzioni deil’squazio-
ne (1) sard
MofEy Ry s oy By
a4 B
dove, dei numeri Ry, Ky, vy By » DG 5000 My eguali ad 1, , my ad 0, , ..., 77, ad n,,.
‘Ma siccome le soluzioni della (1) trasformabili una nell’altra noi le riguar-
:lmmo come not diverse, cosi noi olteniamo (;1{,1 1> 2) il numero cercato di su-
perficic Riemanniané cspresso da

ﬂl-f‘(!a.l,...,ip)
2]

Wyt tmy—3 1 171\, 1 /0, \m
= (R4t tentm =20 S T
(Rt y—2) (INANT NANETNE

In particclare, -p'onendo y=41,w,=n, n=1, nol otteniamo il seguente ri-
sultato (%) :

Il numero delle superficie Riemanniane da genere zero, che posseggonoe 2n—-2
punli semplici di diramazione dali, ascende a

(2%-—2)! n—i
w(n'—])! nrth,

Nel solo caso di n="2, questo numero & anche da moltiplicarsi per 2.

() Tl namero qui determinato indica, manifestamente, anche il numevo dei fasei
di forme binarie d'ordine m, che poszeggone un dato diseriminante. B interessants il
confrontare con guesto numero guello calcolato dai signori ¥, Meyer, Schubert
Stephanos pei fasel di forme binarie d'ordine n con un dato dsterminante funzio-
(2n — 2) !
(m=1)1nl’
bert net Math, Ann., Bd. 83, p. 227,

nale, L'uitimo numero & eguale a Si confronti anche un lavoro di Hil-
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PARTE SECONDA

GRUPPI DY MONODROMIE.

§ 1.

Gruppi A ¢ B di monodromie.

Noi vogliamo supporre che i punti a,, a,,..., @w si mettano simultanea-
mente in moto nel piano E dei numeri complessi ¢ passino alla fine nelle nuove
posizioni- a'y , @, .« ., @'w. Inolire, il sistema di punti {@; , ay,..., qw) deve

perd constare, in ogni stadio del movimento, di w punti distinti. Se ora con-

sideriamo una superficie Riemanniana F ad n fogli, la quale sia diramata nei panti
@y 5 by 4 o+ ., O, |12 medesima si cambierd continuamente col sistema di punti
(@@, ...,0¢w), € sard passata in una superficic determinata ¥', quando il si-
stema di punti avrd raggiunta la posizione finale (a'y, , @'y, ..., @)

Ora, nel caso che guesta posizione finale coincida colla posizione iniziale,
nel caso ciod che [ punti @', , 6’5, ..., 6w in un ordine qualungue eocincidono
coi punti @y, @y, + .., Gw, Nol designeremo il movimento considerato come un
¢ cammino chiuso ». Allora, se F,,F,,... sono tutte le superficie Riemanniane
ad n fogli coi punti di diramazione @, , ay,..., aw, le superficie ¥, . ¥,,...
in cui le medesime si trasformanc saranno identiche colle ¥, , F,, ... in un or-
dine quelunque. Per conseguenza: '

4 ciascun cammino chiuso del sistema di.punit (3, , ay , .. ., dw) corrisponde
wha delerminala sostiluzione

F, ,Fy\oo,

¥l ¥
e By

delle superficie Riemanniune.
Le sostituzioni €, che corrispondono a tubti i possibili eammini chiusi for-
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mano uit gruppo, che noi designiamo come
. Gruppo A di monodromia.

Questo -gruppo possiede una serie di softogruppi, che si presenta immedia-

. tamente. Ciod, ad ogni cammino chiuso appartiene una sostituzionc

. Ay 3 fly 4 v v vy Quw
9=
ﬂrl s G;’a y s o8y @'

dei w punti a, , @5, , Cu. Se ora consideriamo tutti i cammini le cui relative sosti-
tuzioni % appartengono ad un determinate gruppo G di permutazioni degli elewrenti

2

@y 0y 4oy G, 18 sostituzioni € corrispondenti a questi cammini formeranno evi-

dentemente un gruppo, il quale & contenuto nel gruppo A. Se i1 gruppe G di
" seambi consta di una sosiituzione identica, cid vool dire, che noi consideriamo

soltanto quei cammini eliusi, nei quali le posizioni finali (o, 'y, .., @'w) coin-
eldono anche neil’ordine di svccessione colle posizioni iniziali, cosiech® ogni punto
a; deserive per sd stesso un cammino ehiuso. Noi chiameremo questi eammini
« completamenie chiusi ». Il gruppo delle permutazioni delle superficie Rieman-

niaie I, , F, . ... corrispondente ai camaini completamente chiusi si dird

Gruppo B di monodromia.

Si riconosce senza difficoltd , che questo grappo B & un sottogruppo ecee-’
zionale (*) {invariante) del gruppo A di monodromia.

§ 2.

Dilucidazione.

Le considerazioni seguenti non sono, invero, neeessaric per gli sviluppi ulie-

riori, perd sarh bene qui esporie, perché esse sono opporiune a faeilitarne la in-

toizione. g
Tutte le possibili posizionl del sistema di punti (@,, .., aw) formano un con-
tinuo Re, iiimitatamente esteso in 2w dimensioni. | nomeri complessi @,.05,0, 00

~(*) Traduciamo cost la poavola ausgezeichnet, denominazione dafa ai sotfogruppi
che godono della propriets di essere permutabili a tutte le sostituzioni del gruppo di
cul fanno parte. Trad,

' YOI, XXXI, ) 33
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questo continno.
Da ciascun posto noi possiamo ora dedurre, in generale. w!— 1. nuovi posti
eolla permufazione defie eoordinate. Perd non & pilt cosi quando tra le coordinate

del posto iniziale se ne trovino Ji eguali, quando ciod per questo posio un puntg.

@y, dlmenoy coineida éon un punto ¢, , perehd allora si deducono meno di w!—1
posti. Questi posti speeiali, 1 quali sono caratterizzati dall’equazione

ﬁ (—a) =0 , (i, k=1,2,.. .,

i>k

formuano un countinuo a 2w - 2 dimensioni Vew—s, che, per riguardo al significato
che possicde nelle nostre eonsiderazioni, potrd chiamarsi « varietd di diramazio-
ne ». La varietd di diramazione non divide il continuo Raw in peuzi, perché essa
possiede un numero di dimensioni inferiore di due unitd a quello di questo continuo.

wiw—1) -
Del resto la varietdh di diramazione si scinde nelle -i—-——z—i singole varieta

oy —y =0 , a,~aq,=0,..., 0w—dp_ =5

Ora, un « cammino chiuso » altro nor &, manifestamente, che un eammino
scorrente nel continuo Rgw, il quale, evitando la varietd Vap—s, esce da un posto
{1y, @y . ..., ) per Titornare ad esso, o per terminare in uno dei w!—1 posti
dedotti. Nel primo caso noi abbiamo a fare eon un cammine « completamente »
chiuso.

Adesszo, sia N i numero delie superficie Rismanniane ad n fogli diramate in
w dati posti, e si imaginino N esemplari fra loro coincidentl del continuo Rew.
Delle N superficic ne coincidono tra lore due o pinl solamente quando il posto
{try ... , Qw) sifa entrare nella varietd di diramazione Vau—2 . Corrispondentemente
a questa cireostanza, gli N esemplari si connetieranno tra lore lungo certi
spazi di passaggio collocati ntiraverso Vaw—z. con che nasee uno spazio Rieman-
niano a 2w dimensioni disteso sal continuo Rew, ai cul posti la totalith delle
superficie ad n fugli con w punti di diremazione viene riferita con univoeitd. 11
gruppo i monodramia di questo spazio Riemanniano non & altro, evidentemente,
che il gruppe B di monodromia. '

Anche il groppe A di monodrownia si pud ints rpretare in modo corrispondente,
8i ha altora da considerare, in luogo del continuo Raw. un altro eontinue: I.i;u-,
i cui singoli posti posscggono per cocrdinate le Tunzieni simemetriche elementari
dei numeri oy, 0y, .0 s,

Dai seguenti sviluppi risulterd, che, generalmente parlando, lo spazio Rie
manniane , sovra eitato, non consta di an sol pezzo, ma si decompone i pil
spazi Riemapniani different, -

polranno esser rignardati- come le voordinute del « posto » (@, ay...., ¢ di .
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§3.

Cambiamento delle superficie Riemanniane per un cammino
descritto dai punti di diramazione..

Rieereberemo adesso in clie modo si cawbia una superficie Riemanniana

: ll F 1.2 ) 1 law
(n F= ,
By 0 S, vy See
& :
quando il sistema di punti {a,, 0,1 ..., dw) si muove in modo continuo fino ad

una nuova posizione (', 'y, ..., &'’ Un tale passaggio noilo diremo un « cam-
mino », patlerems di ¢ poste Inizlale » (4, , @y 4., Gy) & di « posto finale »
(1 s @y 5 oo, u) Iy questa ricerca determineremo le linee I, &, , ... fw nel
seguente wodo (*);. Tiriamo ona linea L scnza nodi, che da o, conduea ad g, pas-

samio per ¢y, @3, ..., Qw_1 ., & completiamo questa linea conglungendo a, con a,,
per oftenere una faea L chiusa, che spezzl il plano E in due campl G ¢ G'. Sia
& il eampo che giace dalla banda negativa di L. Supponiamo ora che le lince
livlaseee s lo siang condotte da un qualunque punto O del campo G e nell'in-
terng di G fino ai puoti @, , 5., Guw.

(*) Cfr. Clebseh, 1. e, — Per il segunito efr. la fig. 17,
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Se da un punto A interno al campo G tiriamo dei eappi ai punti ;00,00 Quoy
i quali, astrazion fatta dei contorni eireolari circondanti i punti @;, corrano in-
teramente dentro G', per un percorso positive di questi eappi, i fogli subiscono
rispetiivamente le sosbituzionl 8,, %, ,. ... Sw. I ecomodo per il seguito di os-

servare che queste sostituzioni si realizzano appunio, se al passaggio dal lato-

negativo al positivo delle linee
GOy, Boly , a0, ., Qe Ow , 0w &,
si coordinam rispettivamente Ie sostituzioni
(2) B, 5,8, 8,8,8,,....88,...8s=1.
Dopo ¢id , al eappio {(g,) corrisponde la sostituzione
By By v v S )™ (5,8, . 8, 8) =8y,
come deve essere, perche il medesimo cappio oltrepassa le linee a,_, ay ed ay @y,

¢ precisamente la prima dal lato positive al segativo e la seconda dal negativo
al positive.

Comunque si muiino la linea aw @, di completamento, il punto O e le linee
Iy y . ..., lw, la superficie (1) resterd invariata, purché feniame fisso il siste-
ma di sostituzioni '

(3) =8, 8, ..., 2w
Percid la superficie sard anche pid completamente determinata mediante Tindica-

zione deila linea L e del sistema I, e, corrispondentcmente a ¢id, la si potrd in-
dicare con

%) ¥ = @) .

Noi designeremo i singoli pezai delle linee I con
5) 8 =0y My 5 Sy =My, v v oy Sl = fly—1 (120,

Evidentemente, noi possiamo cambiare ad arbitrio il pezzo a;ae,., senza- al-
terare la saperficie F, pureché non oltrepassiamo unessuno dei punti a,,(72 oy llyp €
lasciamo fisst 1 rimanenti pezzi s, come pure il sistema X.

Cid posto, conmdcnamo adesso un camming qualunque. Questo sard . rappre-

)( 261 )

sentato nel piano F da un sistema di linee

(6) . Ay a'y , U@y, .., Qwa'w

. percorse simultaneamente dai punti ¢, , ay, ..., aw, Ora, se queste linee non si
“tagliano fra loro, nd aleuna taglia s& stessa, il cammino si chiamerd « semplice »

Basierd considerare cammini semplici, perchd ogni cammino si pud, manifestamente,
rappresentare come una serie di cammini semplici consecutivi. Ora, in quale su-
perfisie & passata in modo continuo la supsrficie (4) percorrendo il cammino sem-
plice (6)? Per decidere cid, assoggettiamo anzitutte i pezzi s,,8,,..., 8« a tali
deformazioni, che alla fine la linea L non abbia in comune colle linee (6) nessun
altro punto fuor di a,, ¢, ..., tw.

Cid & sempre possibile; perché, se, per es., [a linea @, ¢’y possiede fuor di
f, altre intorsezioni con L, cousideriamo [ultima vicino ad @', , situaba sul peazo
§; = @; t4y- Jno sguardo alla fig. 2* mostra aliora che possiamo sostituire alia

~linea s; un’altra linea (punteggiata nella figura) 1a quale abbia con a, @’y almeno

un punto comune di meno, ma colle restanti linee (6) non ne abbia pit della pri-
mitiva linea. s, Con questo proeedimento, applicato pii volte, si possono fogliere
tutti i ponti d’intersezione di L colle Jinee (6) (*). Si osservi, che I'alterazione
della linea L non riguarda, in ogni caso, quei pezzi §;, i quali dal plmclpm non
incontrano nessuna delle ‘linee (6).

‘Se adesso consideriamo le linee

(N @y 0y Uy @y 5 By Qe @ly 000y Qo1 Qoo i e,

queste si compongono in una linea priva di nodi, la quoale & perd distesa doppia-
mente lungo 1 pezal aya's , tzly ..., p—1 &1, Deformiamo le linee (1), con-

(*) Anche il cago, in cui interi pezzi di I coineidano con interl pezzi delle li-
nee (6}, non offre, chiaramente, alcuna difficolta,
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servandone gli estremi o', . o'y, ..., a'w. ¢ scnza olirepassave alcuno di questi
punti, cosi che, depo la deformaziene, esse formino una linea scwpliee LS prive
di nodj ‘ '

(punteggiata ncila fig. 3). La superficie (1) passa manifestamente con continuitd
nella superficie '

(8) e (V)

quande i punti (0, , @, , ..., au) percorrono il cammino semplice (6). Se dunquo |

noi voglinwo determinare il cambiamento delle superficie Riemanniane per un per-
corso di un qualungue cammine , basterd aver di wmira la successiva alteraziono
della linea L. 8e il cammino & « chiuso », la linea L & passata in una linea I/,
che congiunge i medesimi punti a, , @, , ..., qwcome la L, e precisamente an

che nel medesimo ordine di successione nel caso che il cammino sia « eomple-

tamente chiuso ».

§ 4.

Cammini completamente chiusi.

Noi lmitiamo adesso la considerazione ai commini completamente elinsi, e
vogliamo far vedere che per opporfuna scelta di un tale camming, ogni linea

L:(Sl 4 SZ’ L Sw-_[)
puod essere passata in ogni altra linea

F
L=y, sha o o0y shpl)).
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Per generalith supponiamo che le linee L ed L' coinci ltno nei prim! [ =1

pezzi, cosiechd sia

—_— . —— —
V=8N 5 sa=sh, o, 8 =8,

.mengre i pezai g, od s, (*) sono try lore diversi. fl muunerd § pud assumere an-

fig. 4

chie il velor !, nel qual caso sono gid diversi s, ed 5. Indichi ora B,,, un cam-
mino, il quale sia deflinito nel wmodo seguente. Tutti i punbl o, , 1y, ..., Gw, ad
ceeerione @i ag, , vimangano fissi: questo olthne si mova prima luago s; fino
ad ', pol sl mova fino al punto a” sopra s’;, e finalinente lungo s'; ritorni al
su0 punto di partenza, T punii @', @ e ia lore congiungente a'« sono ol
da scegliersi in guisa, ehe nel triangole v, ' ¢” noen giaceia nessuno del punti
Iy s @y yeewy e e @'’ non fnconiri aleuna delle linee s, .8, . ..., %;,. Col
pereorso di quesio cawmino la linea L & passata in una nucva linea, ehe con LY
hia in comune ghi £ primi pezzi & .8 ..., v Quoesta considerazions mostra
chie mediante una consceuzione di cammini

B23835'- 7B'ws

noi possiamo passare dalla linea L ad ogni altra linea L' arbitraria.
ra, i camminl B; si rapprescutare inoltre come combinazioni di
Ora, nmini B; si possono rapprescutare inoltre coma combi li
un numero fnito di eammini da introdursi opportunamente. Per definire questi
ultimi in modo pit sempliee, completiamo ia linea L, come nel paragrido 3, in
-modo che divenga ana linea L chiusa e indichiamo di neovo con G o G' i campi
del pinno E Hmitati dalla linea L.
Un cammno, fungo il quale ii punte o, vada dapprima al pezao oy oy, di L
per Vinterna di GY, e quindi pel di fuori di G riteral alla posizione Ji partenzd, noi
lo indichiamo con” By 5. Allora ogni euminino B, si pud rappresentes ¢ome combi-

(*) Neila fgara 4 s'; & punteggiata,
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nazione dei cammini -

Bi’,f+4 3 B’i,l’+2’ ey Bz’,w-

“Ogni arbitrario cammino completamente chiuso noi possiamo di tal maniera

. oL (o — 1w — ) -
comporlo wediante una combinazione dei (———)2————) cammini

Bos szi,...,Bzw,

33,4 g a4y BS_,Wy

Bw—l,w 3
¢ precisamente medianfe vna combinazione della forma

BPe p% .. p% B g%, LB L.,

2.0 2,0 i 50 5,5 3,

dove gli esponentl posseggono uno dei valort 4+ 1, — 1.
Con B~ qui & inteso i1 medesimo eammino B,.ma percorse in direzione

opposta.
_Osserviawo, per ineidenza, che tra i cammini B, ha luogo la relazione

BB,w BS,fw v Bw-—l,w =],

L=
[+1-

Le sostituzioni generatrici del gruppo B.

Poniamo ora a base una linea L () fissa. Allora unol possiamo indicare ogni
singola superfieie ¥ mediante i1 sistema di sostituzioni

(Se s 8y o0 0% B

{*) Cfr. per il seguito la fig. 5%,
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ad essa appartenente. Sia la linea L passata nella linea I/ dopb il percorso del

e

cammino B, ;. (Nella figura § i pezzi della linea L sono tratt=ggiati, qualora non
coincidano con pezzi di Z'; i pezzi di I/ sono continui). Finalmente sia ¥’ la su-

Y

perficie, in eul & passata la
F:(S, f Sz P T ;Sw)

dopo il percorso del cammino B, . Allora, se r indica uno degli indici

al cammino I, corrisponde, eome appare dalla figura, rispetto alla superficie B,
la sostituzione

7 B = Sz‘_sr 8,73 ,
al cammino I; corrisponde, rispetto alla superficie F’, la sostituzione
8= (8 Sinr o+ B 3,(8; 8ipq .. 87T,

mentre -2 toféi i rimanenti cammini { corrisponde rispetto ad F’ l¢ medesime so-
stituzioni che rispetto ad F. Noi troviamo quindi: '

¢ Lo permulazione ©,; delle superficie Riemanniane corrispondente al cam~
mino B, consiste ¢n cid, che in luogo della superficie :

Al
B:(S,,...,S,:,Sz-_i.,',...,_sk,..,,Sw)
YOL. XXKI. 54
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subentra la superficie
F = (S0, e e s 8, Srs bes Sy S0,
dove, per brevild si & posio |
‘ §,=8,8. 8" , (r=i+1,-i+2,....,k)
? B8 88, (6. .. Sk)“: »

In base ai risultati dei precedenti paragrall segue inoltre:

« I gruppo B di monodromia consta di ifutle le combinazioni delle
(w—1)(w—-2) ‘

2 sostituziont

@2’3 s @2’,‘,...,@2,10 s @3,4,...,@3@,...,@w——-hw. )

In virtd della relazione

@g,w @3,1{} a w o @'w—-l,w = ‘1

noi possiamo laseiar in disparte la Sw—pe tra queste sostituzioni « generatrici »-

del gruppo B. Non ricercheremo qul, se, olire questa, altre sostituzioni &, ;
siano esprimibili mediante le rimanenti, se, quindi, possiamo diminaire ulterior-
mente il numero delle sostituzioni generatrici. '

§ 6.

Le sostituzioni generatrici del gruppo A.

Se indichiamo con W, un determinato cammino gqualunque, dopo il cui per-
corso i punti @;, ;. hanno seambiati i loro posti, ed I rimanenti punti ¢,,ay,...,aw
al conirario hanno raggiunte le loro posizioni iniziali, coi cammini

)] Wy, Wy oo 0y W1

noi possiamo sempre comporre un eamming, dopo il cui percorse i punti @,,ty....,cuw

abbiane subita una permutazione arbitrariamente prescritta. Pereid ogni cammino
chinso potrd comporsi mediante una combinasione dei cammini (1) e dei camminj .

By, sopra intredofti.
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Scegliamo ora i cammini (1) nel seguente modo : facciamo muovere il punto
a; nelfinterno di G' fino ad a,,, & contemporaneamente a,,, al di fuori di G/ fino
ad a;, mentre i rimanenti punti.a, o, , ..., 6w restano fissi.

Il cammino cosi-deflnito noi lo chiameremo « cammine W, ». La modifica-
zione subita dalla linca L dopo il percorse di guesto cammine, lo indica la fi-
gura 6, in cui i pezzi di I che provano un‘alterazione sono tratteggiati, i pesa

fig. 6.2

clie riprendono il Ioro posto, egualmente ai rimanenti pezzi, sono segnati in eon-
tinuo. Ora si rileva dalia figura, che la permutazione €; delle superficie Rieman-
niane, la quale corrisponde al cammino W, si ridnce a ¢id, che in luogo della
superflcie

(81,8, 8,80, 0-., Sw
subentra la superficie
By, Sy, o s 88, 87, 8, .., Su).
Queste permutazioni &, in unione alle permutazioni &; ;, generano quindi il gruppo

A di monodromia. Ora perd, si possono esprimere, come subito si riconosce, le
sostituzioni &;; mediante le sostituzioni &;. I cio¢

€r=8:%. - GG -G G L 8y €5

Noi arriviamo percidé al seguente semplice risultato :

« Il gruppo A di monodromia consle di tulle le combinaziont delle w1
sostiluzioni

@,,@2,...,@w—1

dove &, indice quella permulazione delle superficie Riemanniane che in luogo
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della superficie

P (S, 8, ..., 8, Sict s - o v s Suw)
fa subenlrare la superpicie
Frm(® s 8y v, 8,8, 870,08, , . .., Sw)
Se coordiniamo alle sostituzioni
@4,@2,--.,61(}—1,
generatrici del gruppo A, le trasposizioni

(@ ay) {@a3) , « .. , (Qw—; aw), =

te quali dal canto loro ponno riguardarsi come sostituzioni generatrici del gruppo

U di tutte le permutazioni degli elementi a4y, g ..., tw, noi abblamo in questo
modo stabilita una relazione isomorfa tra i due gruppi. In questa relazione ai
sottogruppi di & corrispondono i sopracitati (§ 1) sottogruppi di A. In particolare
il sottogruppo B di monodromia consta ehiaramente di quelle sostituzioni di A, le
quali, per lisomoerfismo in discorse, corrispondono alla sostituzione identica di -

§ 7.

Intransitivitd dei gruppi A e B.

St scorge facilmente, che i gruppi A e B di monodromia sono intransitivi.
Infatti, per nessuna superficie Riemanniana si pud alterare, eol percorso di un
cammino gualunque, il modo di connessione dei fogli nei singoli punti di dira-

mazione, e per conseguenza si scambiano fra 1010, per es., nel gruppo B sola-
mente delle superficie

(’1) F“:(Sl ) Sz ’ 'j' L } sw)

per le quali le singole sostituzioni 8, contengono un numero fisso di cicli e nei
cicli un numero fisso di elementi.
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_ Cio risnlta anehe immediatamente dalla form‘t delle sostituzioni generatrici €
(§ 5). Dalla considerazione delle sostituzioni &, noi deduciaine subito ancora altre
condizioni, perché una superficie (1) possa essere trasformata in un’alira superficie

) Fr=¢@, , 8, ,..., 8

mediante una. sostituzione del gruppo B. Cicé, il gruppoe di menodromia delle su-
perficie (1}, vale a dire quel gruppo che consta di totte le combinazioni delle
sostituzioni 8, , B, , ..., 8w, deve manifestamente coineidere col gruppo di mo-
nodromia delle superficie F' (ovvero esser trasformabile in quest'ultimo). Oltre a
¢id, nell'interno di questo gruppo di monodromia, comune alls superficie I ed I,
le due sostitozioni 8; ed B'; devono entrare alle stesso modo, indicando 7 ognuno
degli indici 1, 2, ..., %. Non ho potufto decidere, in generale, la questione se
queste condizioni siano anche sufficienti.

Tuttavia non offre difficolia alcuna il rispondere a tale questione, se nella
totalita delie superficie ad n fogli ¢oi punti di diramazione a,, ¢y , ..., Gw -D0i
scegliamo quelle, per le quali guesti punti di diramazione sono semplici (*).

Dieiro un teorema del sig, Liiroth (**), con opportuna sceita dei tagli di
diramagione, ciod con opporiona scelta della linea L, si pud ottenere che, per
una arbitraria di quelle superficie, il relativo sistema di sostituzioni diventi il
seguente :

S‘l:(lﬁz) s 8y =(1L%, 8 =(1,3), 8,=(1.3 ,...,SM_sz(l,n),
SEﬂ—ﬂ=(1$”) ’ S;r':(!}n) , (’J‘z2n—l,...,w).

Quindi, per un cammino chiuse, opportunamente scelto, si pud condurre eiaseuna
delle superficie considerate ad una determinata fra esse, ciod alla superficie

((-1,2),(1,2) (1,3, (1,3),...,(1,n)),

e, precisamente, segue dalle considerazioni di Clebseh (**), che questo pas-
saggio & gih possibile anche servendosi di cammini « completamente » chiusi.
In base a ¢i0 noi possiamo enuneiare il teorema :

(*) Il grappo di monodromia & in questo easo il gruppo simmetrico.
M Le
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« Se si*forma il gruppo A di monodromia considerando soltanto quelle su-
perficie, che posseggono 1 punii a, , By y oo ay B quali punit semplici di dira.

mazione, il gruppo, che ne nasce, & (ransitivo. Lo stesso wale per il gruppe B

di monodromia- ».

_ In altri termini: 11 problema di determinare le superficie Riemaoniane ad
n fogli con w dati punti semplici di diramazione & frriducibile, tanto se si ri-

guardano come date le combinazioni simmetriche dei valori Gy 5 Oy 50 Gao. GUADEO

questi valori stessi. Invero, nei primo caso i! gruppo A, e nel secondo if gruppo
B ci danno i gruppo di Galois del problema, avendo oura di supporre ag-
giunte tutte le costanti. - '

(conlinua)
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SOPRA QUALCHE APPLICAZIONE DEI NUMERI COMPLESSI

AD ‘m DIMENSIONI

NOoTA
DI

V. MOLLAME.

i. Sia

A=, + Gy + o\ o a8, ,

un numero complesso ad m unitd principali e, , e,,...., e, ., ovvero ad m di- -
mensioni. Se si pone ‘

ey =€y e te et ™ e, _ )

allora il prodetfo .del numero complesso & per un altro numero complesso B(=b,e,+
bye, - ecc.) sard pure un numers complesso formato con le m unitd Cys Coye oniBy.

I numeri reali € si suppongaso deteiminati in gnisa che l'operazione della mol-
tiplicazione sia commutativa ed associativa. In tal caso lo sviluppo della potenza
kesima di g, (k intero e posiiivo) si potri effettuare come guello della potenzu
kesima i un polinomio eon termini reali, considerando in « lo unitd €y, €y, BCC.
quali enti numeriei sottoposti alle leggi ordinarie della moltiplicazione , salve poi
a trasformarne i prodotti binarii mediante Ta relazione (1).

Sia dunque ‘

@y + e+, +a,e,)=B®e +BMe, +..,+ B, e, , ()

dove i coefficienti B sono funzioni note delle quantith a ed ¢,




